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TRIGONOMETRIA

En este capitulo trabajaremos con las funciones trigonométricas, que son funciones no algebrai-
cas. Pero para poder entender cémo se definen, primero debemos introducir la idea de angulo y sus
sistemas de medicion.

Angulos y sistemas de medicion

Se denomina angulo a la seccién del plano que queda comprendida entre dos semirrectas que
se que se originan en un mismo punto, y estan colocadas en distintas direcciones. El punto en que
se inician las semirrectas se denomina vértice del angulo; en tanto que cada una de las semirrectas
que lo delimitan, se denominan lados del angulo.



Angulo

Se define que un angulo es positivo cuando se mide en el sentido contrario a las
agujas del reloj (también llamado sentido antihorario, sentido levogiro o sentido directo), y por
lo tanto es negativo si se mide en sentido contrario, es decir, en el mismo sentido que
las agujas del reloj (sentido horario, sentido dextrogiro o indirecto). En un sistema de ejes
cartesianos, se toma por convencion que, los angulos se miden desde el eje positivo de
las abscisas en sentido contrario a las agujas del reloj. En general los angulos se denotan
con letras griegas.

Existen distintos sistemas de medicion de dngulos (de manera anéloga a la que existen distintos
sistemas para medir, por ejemplo, distancias: millas, kilometros, leguas, etc.). Los sistemas que
veremos en este curso seran el sistema sexagesimal, el sistema horario y el sistema circular.

Sistema sexagesimal En este sistema una vuelta completa equivale a 360 grados. Esto se denota:

360°. Luego, % de vuelta equivale a 270°, % de vuelta equivale a 180° y i de vuelta equivale
a 90°.



Las fracciones de grado son los minutos y los segundos, esto quiere decir que: un grado equivale
a 60 minutos, 1° = 60’, y 1 minuto equivale a 60 segundos, 1’ = 60”. De este modo podemos
escribir un dngulo de dos formas equivalentes: como fracciéon de grado o lo podemos expresar
en grados, minutos y segundos.

Ejemplo: Supongamos que queremos escribir el angulo o = 42° 30" 15" como fracciéon de gra-
do. Para hacer esto tenemos que ver a cuantos grados equivalen 30’ 15”. Entonces, utilizando
las equivalencias dadas anteriormente tenemos que:

60" = 1
15".1
15 = ¢ =2 = 0 0.25
Asi encontramos que 15" = 0./25. Ahora tenemos que o = 42° 30./25. Finalmente, para pasar

de minutos a fraccion de grado hacemos el mismo procedimiento que realizamos recién:

60 = 1°
30./25.1° .
30/25 = @ =1 = T = 0.°50416

De este modo encontramos que o = 42° 30" 15" = 42.°50416.

Es importante recordar que cuando estemos trabajando en estas unidades la cal-
culadora debe estar en la funcién deg (degree, que quiere decir grado en inglés).




Sistema horario En este sistema una vuelta completa equivale a 24 horas. Esto se denota: 24".
Luego, % de vuelta equivale a 18", % de vuelta equivale a 12" y i de vuelta equivale a 6".

" 18" /24

Las fracciones de hora también son los minutos y los segundos, esto quiere decir que: una hora
equivale a 60 minutos, 1" = 60™, y 1 minuto equivale a 60 segundos, 1™ = 60°. De este modo
podemos escribir un angulo de dos formas equivalentes: como fraccién de hora o lo podemos
expresar en horas, minutos y segundos.

Ejemplo: Supongamos que queremos escribir el angulo a = 42" 30™ 15% como fraccién de

hora. Utilizando el mismo procedimiento que en el ejemplo del sistema sexagesimal obtenemos
que o = 42" 30™ 15° = 42.150416.

Para este caso las calculadoras no tienen una funcién especifica, pero como las fracciones de
hora y de grado son equivalentes, para trabajar en este sistema la calculadora debe
estar en la funcién deg. La diferencia estara en que si estamos trabajando en el sistema
horario un angulo de 25" equivale a un dia y una hora, 25" = 191" mientras que en el
sistema sexagesimal un angulo de 361° equivale a una vuelta y un grado (pero el dngulo se
sigue escribiendo como 361°).




Sistema circular En este sistema una vuelta completa equivale a 27 radianes. Esto se denota: 27
6 2m rad. En general en este sistema no se escribe la unidad, es decir que un angulo de 27

radianes se expresa como 27. Los radianes se escriben como un ntimero real, las fracciones de

radianes no tienen una notaciéon particular.

Es importante recordar que cuando estemos trabajando en estas unidades la cal-
culadora debe estar en la funcién rad (radianes).

Para definir cuanto mide un radian primero debemos definir la longitud de arco. Se define la
longitud de arco, L, como un tramo de la longitud total de la circunferencia.'

-

La historia del ntimero pi y su significado lo pueden ver aqui. (http:/ /www.youtube.com /watch?v=2zbRP20J99Ek)


http://www.youtube.com/watch?v=zbRP2OJ99Ek

Para calcular esta longitud hacemos el siguiente razonamiento: si una vuelta completa, es
decir un dngulo de 27 radianes equivale a la longitud total de la circunferencia, 27r, entonces
un angulo a equivale a una longitud L. Por lo tanto:

2m 2mr
a L
Despejando L obtenemos que:
L =ar (1)

De aqui podemos definir cudnto mide un radian. Un radidn se define como el angulo
para el cual la longitud de arco, L, es igual al radio, r, de la circunferencia.

Conversion entre sistemas

Para pasar de un sistema de medicion a otro se utilizan las equivalencias entre los valores para
un mismo angulo en los distintos sistemas. De las tres figuras anteriores se puede ver que:

T
90° = 6" = —
2
180° = 12 = 7
3
270° = 18" = 3 T
360° = 24" = 27



Ejemplo: Supongamos que queremos pasar del sistema sexagesimal al sistema horario el angulo
a = 42°30'15". Lo primero que hay que hacer es escribir el dngulo en fraccién de grado. Esto nos
habia dado que o = 42°30' 15" = 42.°50416. Luego para pasar al sistema horario utilizamos, por
ejemplo la equivalencia 180° = 12". Entonces,

180° = 12b

o - h
1250416 = ¢ =z = 2 5?;1(1]?'12

Para escribir el angulo en horas, minutos y segundos hacemos el proceso inverso al que hicimos
anteriormente.
Primero pasamos a minutos:

— 2.183361

= 6™ A
0183361 = =z =z = Ohg?’iﬂ = 50.m016
Y la fraccién de minutos la pasamos a segundos:
m = 60° A
07016 = =z =1 = (ma# =1

Finalmente, obtuvimos que o = 42° 30" 15" = 2h 50™ 18,
Supongamos ahora que queremos pasar al sistema circular. De forma andloga tenemos que si
a = 2250™ 1% = 2.883361 entonces para cambiar de sistema hacemos lo siguiente:

UMb = 97
. 2883361 .2
2883361 = 7 — 1 = Tﬂ = (,741837654

Por lo tanto o = 42° 30’ 15" = 2250™ 15 = 0,741837654.

Ejercicio
Escribe verdadero (V) o falso (F) segtn corresponda.

a) 15°24/ = 924m
b) 162.°5 = 132°5

c) "= 225°




Funciones trigonométricas

Una primera manera de definir las funciones trigonométricas es a partir de un triangulo rectan-
gulo.

Un tridngulo rectangulo es aquél que tiene un angulo recto como uno de sus angulos interiores.
En este caso, los lados que forman el angulo recto se llaman catetos, y el tercer lado es
la hipotenusa. Si uno toma un angulo interior, que no sea el angulo recto, entonces el
cateto que forma dicho angulo sera el cateto adyacente, mientras que el otro sera el
cateto opuesto.

Hipotenusa B Hipotenusa

Cateto opuesto Cateto adyascente

Cateto adyascente Cateto opuesto

Las funciones trigonométricas son el seno, sen; el coseno, cos, y la tangente, tan y se definen
como:

Cateto opuesto

sen ¢ =
Hipotenusa

Cateto adyascente

cos o = -
Hipotenusa

sen « Cateto opuesto
tan o« = =

CoS « Cateto adyascente

Entonces en el tridangulo, de la figura siguiente, formado por los lados r, a y b, las funciones
trigonométricas seran:



b a
sen a = - sen f = —
r r
a b
cosa = — cos f = -
r r
sen « b sen (3 a
tan a = =—- tanf = —— = —
cos « a cos f3 b

El teorema de Pitdgoras (que demostraremos mas a delante) dice que r* = a? + b*. De aqui se tiene
que 2 > a? y r2 > b?. Aplicando raiz cuadrada en ambos miembros obtenemos que r > a y r > b.
Luego 1 > |%| y 1 > |2|. Finalmente, teniendo en cuenta que cos v = sen f = %y sen a = cos § = 2
resulta que:

|cos a| =|sen | < 1
|sen af = |cos ] < 1

De este resultado se puede decir que para cualquier angulo, «, tenemos que:

—1<sena <1
—1<cosa<1
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Si ahora agrandamos el triangulo sin modificar sus angulos interiores, por ejemplo el tridangulo
formado por los lados /', a’ y ¥/, resulta que

b v a a
sena = - = — sen f = — = —
T ! T r!
a a b b
cosa = — = — cosﬁ = - = =
T r! T r!
; b 74 tan 3 a a
anoa = — = — an = - = —
a a b v

Esto significa que el valor de las funciones trigonométricas dependen del d&ngulo y no del
tamano del tridngulo. Por lo tanto podemos deshacernos del tridngulo y extender las funciones
trigonométricas a todos los angulos (y no restringirnos a los angulos menores que 180° solamente
como veniamos haciendo). Entonces ahora vamos a trabajar en lo que se llama la circunferencia
trigonomeétrica, que es una circunferencia de radio unidad cuyo centro coincide con el
origen del sistema de coordenadas cartesiano.

En el sistema de ejes cartesianos, el plano xy se divide en 4 cuadrantes: el primer cuadrante
corresponde al semiplano en el cual x e y son positivos; en el segundo cuadrante z < 0 e y > 0; en
el tercer cuadrante x e y son negativos, y en el cuarto cuadrante x > 0 e y < 0. Estos cuadrantes
se denotan con numeros romanos. Con este criterio y teniendo en cuenta que los dngulos positivos
se miden desde el eje positivo de las abscisas y en sentido antihorario tendremos que un angulo
pertenece al primer cuadrante si esta entre 0 y m/2, pertenece al segundo cuadrante si esta entre
/2 y 7, pertenece al tercer cuadrante si esté entre 7w y (3/2)m; y pertenece al cuarto cuadrante si
esta entre (3/2)m y 2.
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Bell acl

6elV
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Para calcular el valor de las funciones trigonométricas en la circunferencia, lo que se hace es
asociarle un triangulo rectangulo a cada angulo. Este triangulo se construye trazando un segmen-
to paralelo al eje de la ordenadas desde el punto de interseccion entre el lado del dngulo y la

circunferencia, hasta el eje de la abscisas. Entonces:




Como estamos en un sistema de ejes cartesianos tendremos que:

welv— 270
b<0

cos o > 0
_— — tan a > 0
sen o > 0

cos o < 0
_— = tan a <0
sen o > 0

cos a <0
_ = tan a >0
sen o < 0

cos a >0
_— — tan a < 0
sen o« < 0

Para los extremos de los cuadrantes la funciones trigonométricas son:

a =20 {sena:()
— = tana = 0
a =27

cosa = 1

cosa = 0

T sen o = 1

12
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—tana = 0
cosa = —1

sen o« = —1

cosa = 0

ATENCION

Los angulos pueden ser mayores a 2, esto significa que los angulos pueden dar una o varias
vueltas. Por ejemplo, el angulo « y el angulo 5, = a + 27, son angulos distintos pero los
valores de sus funciones trigonométricas son iguales porque caen en el mismo lugar en
la circunferencia trigonométrica.
Lo mismo sucede si damos dos vueltas, f; = a + 2(27), o tres vueltas, f3 = «a + 3(27), o si
damos una cantidad de vueltas tan grande como se quiera. Entonces, resulta que

sen @« = sen(a + 2km)
Vk €2 cosa = cos(a+ 2km)
tan @« = tan(a + 2km)
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~
N

Es importante resaltar que el dominio de las funciones trigonométricas seno y coseno son ni-
meros reales que representan dngulos. Sin embargo, la imagen tanto del seno como del coseno son

los ntimeros reales que estan entre —1 y 1, es decir, Im(sen) = I'm(cos)

[—1,1]. Mientras que el

dominio de la tangente son todos los nimeros reales excepto los ntimeros (7/2)+2k7 y (37/2)+ 2k,

con k € Z.

Dom(sen) = R
Im(sen) = [—1;1]

sen X

(=]

X

-5m/2 -Pm -3n/2 - -m/2 0 12 3m/2

mn 5m/2

Dom(cos) = R
Im(cos) = [—1;1]

COos X

AN/INAY

0
-5i/2 -2n -3ny2 -m /2 0 m m 312 2n 512
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Dom(tan) = R — {a/ o # (7/2) + 2km, a # (37/2) + 2kn y k € Z}
Im(tan) = R

tan

X

-51/2 421 -31/2 /- -T2 0 2 /n 3w/2 /2n 5m/2

Ejercicio
Completa con V (verdadero) o F (falso) segin corresponda. Justifica.

a) Si el coseno de un angulo es negativo, el angulo pertenece al tercer o cuarto cuadrante.

b) Si el coseno de un angulo es negativo y el seno del mismo éngulo es positivo, el angulo
pertenece al segundo cuadrante.

c¢) Si la tangente de un angulo es positiva, se puede asegurar que dicho angulo pertenece al
primer cuadrante.

d) Si un angulo pertenece al tercer cuadrante, el seno de dicho angulo es positivo.

e) Si el seno de un angulo es positivo y la tangente es positiva, el dngulo pertenece al primer
cuadrante.

Funciones trigonométricas reciprocas

Las funciones trigonométricas reciprocas (no son las funciones trigonométricas inversas) son la
cosecante, csc; la secante, sec; y la cotangente, cot, y se definen como:

1
csca = para sen « # 0
sen «
1
sec @ = para cos a # 0 (3)
cos
1 cos «
cot a = = para sen a # (
tan a sen o
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Dom(csc):R—{a/a;«éQkﬂ a;«éw+2k7ryk€Z}

Im(csc) = (—o0

1+oo

-5m/2 -2m -3n/2 -m -1/2

0 m/2 mn 32 2n 5n/2

Dom(sec) =R —{a/ a # (n/2) + 2km, a # (3n/2) +2kn y k € Z}

Im(sec) = (—o0

7

-5m/2 -2n -3n/2 -n -1m/2

0 M2 mn 32 2n 5n/2
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Dom(cot) =R —{a/ a # km; k € Z}
Im(cot) =R

4{fot x

-5MR -2m -31 S 0 1 m 3m 2 5m

Relaciones Fundamentales

Lo que vamos a ver ahora son las relaciones que existen entre el seno y el coseno. Para la tangente
también existen estas relaciones, pero como la tangente se define como el cociente del seno por el
coseno, se pueden demostrar utilizando las identidades que veremos a continuacion.

= Relacion pitagoérica

Para poder demostrar esta identidad, primero vamos a demostrar el teorema de Pitagoras.

Teorema de Pitagoras

Dado un triangulo rectangulo cualquiera, el cuadrado de la longitud de su hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de la longitud de sus catetos.




Demostraciéon
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Para demostrar la identidad vamos a utilizar un cuadrado de lado a + b subdividido como se

muestra en la figura:

La superficie del cuadrado es (a + b)?, pero también la podemos escribir como la suma de

b
la superficie del cuadrado del medio mas la superficie de los 4 tridngulos: ¢ + 4 %. Por lo

tanto:
b
(a +0)? = 02+4%
a’> + b +2ab = &+ 2ab
a4+ v = &2

De este modo hemos demostrado que la suma de los cuadrados de los catetos es igual

al cuadrado de la hipotenusa?.

a® + b =2

(4)

2Esta misma demostracion es la que explica Paenza aqui (http://www.youtube.com/watch?v=BA61JrwgKDQ).

Si querés saber mas sobre este teorema hacé clic aqui (http://www.youtube.com/watch?v=yvsmwRROCkw).


http://www.youtube.com/watch?v=BA61JrwgKDQ
http://www.youtube.com/watch?v=yvsmwRROCkw
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Una vez demostrado el teorema de Pitdgoras, podemos reemplazar sus catetos por expresiones
en funciéon del angulo a. Esto lo hacemos de la siguiente manera:

sen o = = b = csen «

COS @ = — a4 = CCOS «

Ol ol

Si reemplazamos estas dos expresiones en el teorema de Pitadgoras obtenemos que:

a? + b?
(ccos a)? + (csen a)? =

? cos® + ?sen? o =

A (cos? a + sen? a) =

Asi obtenemos la relacion pitagoérica:

cos® a + sen” o = 1 (5)

Esta relacion es una identidad, por lo tanto vale para cualquier dngulo.

Funciones trigonométricas de la suma de dos dngulos

sen(a + ) = sen «a cos § + cos « sen 3 (6)
cos(a + ) = cos acos f — sen « sen 3

Estas expresiones las vamos a demostrar graficamente. Tomemos dos tridangulos. El primero
serd un triangulo cuya hipotenusa es igual a uno, sus catetos son a y b, y « es el angulo
formado por b y la hipotenusa. El segundo tiene a b como hipotenusa, sus catetos son e y f
y B es el angulo formado por by f.

sena = a
cosa = b
e c
Senﬁ = g = 5
cos = / = d
b a
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Ahora, despejando ¢, d, e y f tenemos que:

¢ = asenf
d = acosf
e = bsenf
f = bcosp

Y reemplazando a y b por sen « y cos a, respectivamente, obtenemos que:

¢ = sen « sen [
d = sen « cos [
e = cos asen 3
f = cosacosf

Por otro lado, de la figura también tenemos que:

sen (a + f) d+ e
cos(a +8) = f—c

Reemplazando ¢, d, e y f por las expresiones encontradas obtenemos que:

sen(a + ) = d+ e =sen acos  + cos asen [
cos(a + ) = f —c=cosacosf — sen a sen 3

De este modo hemos encontrado las funciones trigonométricas para la suma de dos angulos:

sen(a + ) = sen « cos § + cos « sen 3
cos(a + ) = cos acos f — sen « sen 3

= Funciones trigonométricas de la resta de dos angulos

sen (@« — ) = sen a cos § — cos a sen 3 (7)
cos(aw — f) = cos « cos f + sen « sen [

Esto lo vamos a demostrar de forma anéloga al procedimiento anterior. De la siguiente figura
tenemos que:



Ahora, despejando ¢, d, e y f tenemos que:

Y reemplazando a y b por sen « y cos «, respectivamente, obtenemos que:

De la figura también tenemos que:

o Lo

f

~~ 0 QLo
Il

= asen «
a cos «
b sen «
= bcosa

= sen 3 sen «

sen [ cos «
cos 3 sen «

= cos [ cos «

sen(av — ) = e—d
cos(a — fB) = f+c

Reemplazando ¢, d, e y f por las expresiones encontradas obtenemos que:

e —d = cos Bsen o — sen 3 cos «
f 4+ ¢ = cos B cos a + sen [ sen «

sen (8
cos f3

sen «

COs &

S~ S SR

Q| 10
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De este modo hemos encontrado las funciones trigonométricas para la suma de dos angulos:

sen (a — ) =
cos(a — ) =
sen (o — )
cos (a — )

sen « cos 3 — cos « sen [3
cos « cos B + sen « sen (3
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Las relaciones fundamentales se pueden sintetizar de la siguiente manera:

cos? a + sen? a =1

sen (o £ B) = sen « cos £ cos « sen 3 (8)
cos (aw = ) = cos a cos § F sen « sen [

De estas expresiones se pueden deducir las funciones trigonométricas para el &ngulo opuesto, el
angulo doble y el angulo mitad.

= Funciones trigonométricas del angulo opuesto

Si a es un angulo cualquiera, su opuesto serd el dngulo —«. Las funciones trigonométricas
del angulo —a se pueden escribir en funciéon de «. Para esto vamos a utilizar las expresiones
encontradas para la resta de dos angulos (relacion 7) teniendo en cuenta que el angulo opuesto
se puede escribir como una resta: —a = 0 — «. Entonces,

sen (—a) = sen (0 — «)
= sen (0) cos(a) — cos (0) sen(«)
o T

Para el coseno hacemos lo mismo:

cos(—a) = cos(0 — «)
= cos (0) cos(a) + sen (0) sen(«)
T 5

Por lo tanto, las funciones trigonométricas para el angulo opuesto son:

cos (—a) cos &
sen (—a) = — sen «

(9)

= Funciones trigonomeétricas del angulo doble

Ahora vamos a utilizar las relaciones encontradas para la suma de dos angulos (relaciones 6)
ya que si a es un dngulo cualquiera, el angulo doble serd 2a = a + «. Entonces,

sen (2a) = sen(a + a)
sen (a) cos(a) + cos (o) sen(a)
= 2sen o cos o

Para el coseno hacemos lo mismo:
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cos(2a) = cos(a + a)
= cos(a) cos(a) — sen («) sen(a)

= COS2 o — sen2 «

Por lo tanto, las funciones trigonométricas para el angulo doble son:

cos(2a) = cos? a — sen? «
o) (10)

sen(2a) = 2sen «a cos «

Funciones trigonométricas del angulo mitad

Esta demostracion requiere un poco més de esfuerzo, pero de todos modos es bastante simple.
Para encontrar las funciones del angulo mitad vamos a hacer lo siguiente. Escribimos a un
angulo cualquiera o como %Oz + %Oz. Luego el coseno de « es:

1 . 1
cosa = cos|-a+ -«
2 2

1 1
= cos? (5 a) — sen? <§ a)

Ahora, por la relacion pitagorica (ec. 5) tenemos que:

cos? 1oz + sen? 104 =1
2 2 n

Entonces, para encontrar el seno del dngulo mitad despejamos el cuadrado del coseno de la

relacion anterior, esto es:
1 1
2 2
cos” | —a] =1 —sen” | -«

Y esto lo reemplazamos en la expresion para el coseno de a. Asi encontramos que:

o (1 o (1
cosa = cos?|-al] —sen?( =a
2 2
1 1
= |1 —sen’|{=-a]| —sen?( =«
2 2
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Finalmente, despejando el seno del angulo mitad:

1 1 — cos «
sen | —a | = £/ ———
2 \ 2

Para hallar el coseno del angulo mitad despejamos el coseno cuadrado de la relacion pitagorica
y la reemplazamos en la expresion del coseno de a.

5 (1 5 (1
cosa = cos“|—-—a] —sen® | —«

2 2

1 1
= cos’|=a] — |1 —cos? | =

2 2
= —1 + 2 sen? 104
N 2

Finalmente, despejando el coseno del angulo mitad:

1 1 4+ cos «
- — 4
cos ( 5 a) 5
Por lo tanto las funciones trigonométricas para el angulo mitad seran:
1 1
cos[2a) = 4,/ 8@
2 2
1 /1 —
2 2

El doble signo esta asociado a la incertidumbre del cuadrante en el cual se encuentre el &ngulo
1

(11)

— Q.

2

ATENCION

Tener en cuenta que estas tltimas tres demostraciones se desprenden de la suma y resta de
angulos. Se pueden deducir y no es necesario aprenderlas de memoria.
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Ejercicios

1. Hallar el seno, el coseno y la tangente del angulo 3, en funcién de las funciones trigonométricas
del angulo « € I, sabiendo que:

a) ay [ son angulos complementarios.

|

) ay [ son angulos suplementarios.

2. Demuestre, utilizando las relaciones fundamentales, las siguientes identidades:

tan « + tan 3
1 — tan(a) tan(5)

a) tan(a + f) =

) secd =1+ tan?d

d) 1 —senf = (senf/2 — cos6/2)*
—1

1 —2cos?e

o

e) sec(2e) =

Reduccién al primer cuadrante

La reduccion al primer cuadrante consiste en escribir el seno y el coseno de un angulo cualquiera,
en funciéon de las funciones trigonométricas de un angulo «, tal que o € 1.

» Angulo perteneciente al segundo cuadrante.
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Del gréfico se ve que para cualquier angulo del segundo cuadrante existe su suplementario. Por

lo tanto, se puede escribir como m — «. Utilizando las relaciones fundamentales se encuentra
que:

cos(m — @) = COsS T COS (@ + gen T sen @ = — COS
=~ -
- =0
sen(m — @) = gen mw cos @ — COS T Sen (v = Sen
- =~
=0 =21

Luego, para cualquier angulo del segundo cuadrante tendremos que:

cos(m — o) = —cos «
sen(m — a) = sen «

= Angulo perteneciente al tercer cuadrante.

Del grafico se ve que cualquier angulo del tercer cuadrante se puede escribir como © + «.
Utilizando las relaciones fundamentales se encuentra que:

cos(m + a) = oS T COS (v — Sen T sen o = — COS
=~ -
- =0
sen(m + «) = gen w cos o + COS T sen o = —sen «
o~ =~
-0 —_1

Luego, para cualquier angulo del tercer cuadrante tendremos que:

(13)

cos(m + a) = —cos «
sen(m + @) = —sen «
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» Angulo perteneciente al cuarto cuadrante.

N

Del gréfico se ve que cualquier angulo del cuarto cuadrante se puede escribir como 271 — «.
Utilizando las relaciones fundamentales se encuentra que:

cos(2m — a) = cos(27) cos a + sen(27) sen o = cos «

=1 —0
sen(2m — a) = sen(27) cos o — cos(27) sen v = —sen «
-0 =1

Luego, para cualquier angulo del cuarto cuadrante tendremos que:

cos(2m — o) = cos «

sen(2m — a) = —sen « (14)

Las relaciones encontradas para el seno y el cosenode (7 — a), (m + o)y (27 — «)
valen siempre, aunque «a no pertenezca al primer cuadrante. Esto es asi porque hemos

utilizado las relaciones encontradas para el seno y el coseno para la suma y para la
resta de angulos.
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Ejercicio
Completa la siguiente tabla.

wN
3
NI
3
[ [z
3
3
[ BN
3
ot
3
[SST N
3
3

|
3
N
3
wlot

o3

e

w3y
o]

sen x
CcosS ¥
tan

CSC T

sec T
cot z

A estos angulos se les conoce con exactitud el valor de sus funciones trigonométricas. Esto quiere
decir que en la resoluciéon de problemas los podemos tomar como datos conocidos.

Funciones trigonométricas inversas

Son las funciones arcoseno (arcsen), arcocoseno (arc cos) y arcotangente (arctan). Estas funcio-
nes se utilizan cuando la incégnita forma parte del argumento de las funciones trigonométricas. Es
importante mencionar que la imagen de estas funciones son angulos.

Funcién arcoseno: Se define como:

1 ArcSen(x)

w2

Dom(arcsen) = [—1;1]
Im(arcsen) = [—m/2; /2] 1 0 i ’

f(xz) = arcsen (z)

/2
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Que el seno y el arcoseno sean funciones inversas significa que si sen a = x entonces,

arcsen[sen o] = «
senfarcsen | = =

En las calculadoras normalmente esta funcién se denota como sen™!

1
sen o
Dependiendo del signo del argumento del arcoseno, la imagen seréd un édngulo de algin cua-
drante en particular. Es decir, si @« = arcsen (z) entonces resulta que = sen (a). Entonces,

, en este caso

sen”! o #

entre [—75; 7] tendremos que:
(.
siz=—1 = a=-3
si—1l<r<0 = —$<a<0 = aclV
six=0 = a=0 (15)
si0<z <1 = 0<a<ji = acl
siz=1 = a=3
\ 2
ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la reduccion al primer
cuadrante (relaciones 12, 13 y 14), podemos encontrar los valores de a € [0; 27) que satisfacen
a = arcsen(z).

siz=—1 — az%w

si —l<zr<0 = 7r<a<%7r ) %7?<a<27r = a€clll 6 a€elV
sizx =0 = a=0 6 a=mn

si0<zx <1 — O<a<i 6 F<a<m — ae€l 6 acll
| stz =1; = a=3

(16)

De aqui que entre [0;27) siempre tendremos dos soluciones, excepto cuando sen(a) = 1 o
sen(a) = —1.
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Funcién arcocoseno: Se define como:

ArcCos(x)

Dom/(arccos) = [—1; 1]
I'm(arccos) = [0; 7] "

O;m
f(z) = arccos (z)

Ahora si cos @ = x entonces,

arccoslcos o] = «
coslarccos x| = x

En las calculadoras normalmente esta funcién se denota como cos™!.

Dependiendo del signo del argumento la imagen serda un angulo de algin cuadrante en parti-
cular. Si @ = arccos (z) entonces resulta que z = cos («). Entonces, entre [0; 7] tendremos

que:
(siz=-1 — a=7
si—1<z<0 = f<a<nm = acll
siz=0 == a=73 (17)
si0< <1 = 0<a<i = acl
sixz =1 — a=0
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ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la reduccion al primer
cuadrante (relaciones 12, 13 y 14), podemos encontrar los valores de o € [0; 27) que satisfacen
a = arccos(x).

si—1<z<0 = Z<a<nm 6 7T<Oz<%71’ — acll 6 aclll

: 3

siz=0 = a=45 6 a=;7 (18)
sil<z<1 = 0<a<i 6 3r<a<2r = a€l 6 aclV
siz=1; — a=

\

De aqui que entre [0;27) siempre tendremos dos soluciones, excepto cuando cos(a) = 1 o
cos(a) = —1.

Funcién arcotangente: Se define como:

p
ArcTan(x)

Dom(arctan) = R
Im(arctan) = (—m/2;7/2)
f(z) = arctan (x)

X

Ahora si tan o = x entonces,

arctanftan o] = «
tanfarctan x] =
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En las calculadoras normalmente esta funcién se denota como tan—?!.

Dependiendo del signo del argumento la imagen serd un angulo de algtin cuadrante en particu-

lar. Si @ = arctan (z) entonces resulta que r = tan (a). Entonces, entre (—7; %) tendremos
que:
sizr <0 = —J<a<0 = aclV
sixr=0 = a=0 (19)
si0<zr = O0<a<i = acl
ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la reduccion al primer
cuadrante (relaciones 12, 13 y 14), podemos encontrar los valores de a € [0; 27) que satisfacen
a = arctan(z).

3

sir<(0 = §<a<7r o m<a<nt = acll 6 aclV

sir=0 = a=0 6 a=mn (20)
si0<z = O0<a<i3 o 7T<Oé<%ﬂ' = a€l 6 aelll

De aqui que entre [0; 27) siempre tendremos dos soluciones.

Ejemplos: Vamos a resolver ecuaciones donde la incégnita es el angulo, utilizando las funciones
trigonométricas inversas:

= Ejemplo 1: Supongamos que queremos hallar un dngulo « tal que su seno sea igual a 1/2.
La ecuacién que queremos resolver es:

1
sen o = —
2

Entonces para despejar nuestra incognita de la ecuacion aplicamos la funcién arcoseno en
ambos miembros.

1
sen = =
2

1
arcsenfsen o] = arcsen (5)

1
o = arcsen | =
2
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Ahora, como sen o > 0 tenemos entonces que o € 1 6 a € II. De acuerdo a las relaciones
encontradas en 16 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior, tendremos que las
5

soluciones, en [0;27), serdn a; = 7/6y ag = T —; = ¢T.

En el caso en el que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular, entonces
las soluciones son de la forma oy = 7/6 + 27k y ay = %7‘(‘ + 27k, con k € Z.

Ejemplo 2: Supongamos que queremos hallar un angulo [ tal que su coseno sea igual a
—1/2. La ecuacién que queremos resolver es:

1
cosﬁ-—a

Entonces para despejar nuestra incognita de la ecuacion aplicamos la funcién arcocoseno en
ambos miembros.

cos f = —

1
arccos|cos 3] = arccos (— —)

[ = arccos <—%)

Ahora, como cos 8 < 0 tenemos entonces que 3 € Il 6 § € III. Entonces, de acuerdo a las
relaciones 18 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior, las soluciones, en [0;27),
seran 31 = %ﬂyﬁg =27 — [0 = %7?.

En el caso de que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular, entonces las

soluciones son de la forma [3; = %7? + 21k ypy = %7‘(‘ + 2nk, con k € Z.

Ejemplo 3: Supongamos que queremos hallar un angulo ~ tal que su tangente sea igual a
—1. La ecuacién que queremos resolver es:

tan v = —1

Entonces para despejar nuestra incognita de la ecuacion aplicamos la funcién arcotangente
en ambos miembros.

tany = -1
arctan[tan y] = arctan(—1)
v = arctan(—1)
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Ahora, como tan v < 0 tenemos entonces que v € II 6 v € IV. Entonces, de acuerdo a las
relaciones 20 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior, las soluciones, en [0;27),
seran vy, = %Wy’}/z =47 = %W.

En el caso de que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular, entonces las
soluciones son de la forma v, = 27r + 21k yy = %7? + 2mk, con k € Z.

Ejercicio
Encuentra el valor de los d4ngulos, pertenecientes al intervalo [0, 27), que satisfacen las siguientes
condiciones:

a) tan(y) =1

b) sen(e) = /3 cos(e)

c) arccos1 =140

Resolucion de triangulos

Una aplicacion de la trigonometria es la resolucion de triangulos. Esto consiste en determinar
los lados y/o los angulos interiores a un tridngulo conociendo algunos datos del mismo.

Para resolver este tipo de problemas, ademas de poder utilizar la relaciones fundamentales
vistas anteriormente (identidades 8 y las relaciones 16, 18 y 20) vamos a utilizar dos teoremas y las
relaciones entre los dngulos interiores de un tridngulo.

Teorema del seno

El teorema del seno dice que dado cualquier triangulo de lados a, b y ¢, y cuyos angulos
interiores son «, formado por los lados b y c¢; 3, formado por los lados a y ¢; y =,
formado por los lados a y b, se cumple que:

sen « sen [3 sen 7y

a b c (21)

Demostracion

Para demostrar este teorema hay que ver que la relacion 21 se cumple para todos los triangulos,
por lo que vamos a demostrarlo para los triangulos acutangulo, obtusangulo y recto.
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= Tridangulo acutangulo: Si en el tridngulo trazamos la altura A tomando al lado ¢ como base
podemos escribir que:

sen @ =
b sen o

a sen f3

SHES
—N
> S

|

sen f =

Luego, igualando las dos expresiones de h encontramos que:

bsena = asen [
sen « sen 3
a b

Si ahora trazamos la altura b’ tomando al lado a como base podemos escribir que:

h/
sen f = = . W = csen 8
4 h' = bsen -~
sen vy = z

Luego, igualando las dos expresiones de h’ encontramos que:

csen f = bseny
sen 3 sen vy
b B c
sena  senf3 senf

sen 7y
demostramos que el
c

Finalmente, encontramos que como

a
teorema del seno se cumple para los tridngulos acutangulos.

= Tridngulo obtusangulo: Esta demostracion sigue la misma metodologia que llevamos a
cabo anteriormente. Trazamos la altura A tomando al lado ¢ como base. Entonces,
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sen ¢ =

h = bsena
—
h = asen

sen(m — ) =sen f =

Q> >

Por lo tanto,

sen « sen 3
a b

Si ahora trazamos la altura A’ tomando al lado b como base podemos escribir que:

h/
sen @ = —
c , sen « sen 7y
, (= h =csena = aseny= =
h a c
sen y = —
a
) sen sen J  sen « sen -y
Finalmente, encontramos que como = y = demostramos que el
a a c
teorema del seno se cumple para los triangulos obtusangulos.
= Tridngulo rectangulo: Esta demostracion es un poco més simple porque ahora f = /2

entonces sen [ = 1.
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_a
sena = o
bsena = a
bsen « = asen  (valeporque senf =1)
sen «  sen f3
a B b
Analogamente tenemos que:
c
seny = 3
bseny = c¢
bsen~y = csen (8
seny  sen 3
c B b
sena  sen S senf

sen y
demostramos que el

a b c
teorema del seno se cumple para los triangulos rectdngulos.

Finalmente, encontramos que como

De este modo hemos demostrado que el teorema del seno vale para cualquier tridngulo.

Teorema del coseno

El teorema del coseno dice que dado cualquier tridngulo de lados a, b y ¢, y cuyos
angulos interiores son «, formado por los lados b y ¢; 3, formado por los lados a y ¢;
y v, formado por los lados a y b, se cumple que:

a? b + ¢ — 2bccos a
V¥ = a®> + ¢ — 2accos B (22)
2 = a®>+b* —2abcosn
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Demostracion

Nuevamente este teorema hay que demostrarlo para todos los triangulos.

= Tridngulo acutangulo: Si en el tridngulo trazamos la altura A tomando al lado ¢ como base
podemos escribir que:

sen o = = h = bsen «

h
b
a

c
cos o = 2 =— ¢, = bcos «

c=c¢ +c — c=c¢c—c¢ =c—bcosa

Por el teorema de Pitédgoras tenemos que:

a®> = h? + ¢
Luego, reemplazamos que h = bsen ay co = ¢ — b cos «,
a> = h*+ c

= (bsen a)®> + (c — b cos a)?

= bsen*a + ¢ — 2¢bcos a + b? cos? o

= b*(sen’a + cos?a) + ¢* — 2bc cos a

= b 4+ — 2bccos a

De este modo encontramos que a®> = b + ¢ — 2bc cos a. Ahora hay que encontrar las otras
dos igualdades. Esto se hace de forma analoga.

= h =asenf
cosf = = = ¢y =acosf
a

c=c¢+c = ¢ =c¢c—cCc=c—acosf
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Por el teorema de Pitédgoras tenemos que:

v o= B+
= (asen 8)* + (¢ — a cos B)?
= a’sen’fB + 2 — 2ca cos B + a® cos? 3
= a*(sen? + cos?fB) + ¢ — 2ac cos f3

= a4+ % —2accos fB

Y para encontrar la tltima igualdad trazamos la altura b’ y luego hacemos lo siguiente:

h/

sen y = = h' = bsenry
a1

cos Y = - = a; = bcosy

a=a +a = a3y =a — a; = a — bcosvy

Por el teorema de Pitédgoras tenemos que:

A = (I)?*+ a3
= (bsenv)* + (a — b cos )?
= b?sen®y + a® — 2abcos vy + b? cos®~y
= b*(sen’vy + cos’7y) + a* — 2ab cos v
= a®> + 1> — 2abcos

Finalmente, encontramos que para un triangulo acutangulo se cumple que:

a?> = b+ —2bccos o
¥ = a®>+ c® —2accos B
2 = a> + b —2abcosny

= Tridngulo obtusangulo: Esta demostracion es bastante similar a la anterior. Trazamos la
altura A tomando al lado ¢ como base podemos escribir que:



€1

Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:

a? = h?+

(b sen a)? +

sen(7r—6):senﬁ:ﬁ
a
cos(w—ﬁ)z—cosﬁ:%

Por el teorema de Pitédgoras tenemos que:

b? h? + &

Y para el lado ¢ trazamos la altura h'.

h/

sen y = = N
a
b
COS’)/:—Z — by
a
b:b1+b2 — bl
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h
senoz:g — h = bsen «

(&1
Cosazz =— ¢, = bcos «
cp=C+c =— g =c¢ —c=bcosa—c

(b cos a — c)?

> 4+ 2 — 2bec cos «

— C9

— (1

(a sen 8)? + (¢ — a cos 3)*

a’> + ¢ — 2accos B

a sen vy

a cos vy

b — a cos vy
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Por el teorema de Pitédgoras tenemos que:

A = (M)?+ v
= (asenv)? + (b — a cos 7)?
= a?> +b* — 2bccos v
De este modo demostramos que el teorema del coseno vale para triangulos obtusangulos.

Tridngulo rectangulo: Esta demostracion es més simple porque en este caso 5 = /2 por
lo que cos 8 = 0.

Entonces, por el teorema de Pitagoras tenemos que:
v = a® +
Pero como cos f = 0 resulta entonces que —2ac cos § = 0. Por lo tanto,

¥ =a®> 4+ — 2accos f

Ahora, para hallar la segunda igualdad, despejamos a? de la expresion b?> = a? + 2 y
sumamos y restamos ¢? en el segundo miembro:

2 o= b2 2
S S S B
= b+ * — 27

De la figura tenemos que:
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c
cos a = 5 = ¢ = bcos «
Luego podemos escribir que:

A =c.c=cbhcos a

Reemplazamos esto en la expresion de a® y obtenemos que:

a? = b+ 2 —2¢
= b 4+ 2 — 2bc cos «

Para hallar la tltima igualdad, hacemos el mismo procedimiento que hicimos para a?, pero

ahora teniendo en cuenta que cos v = 3 = a = b cos 7. Entonces,

2 = 2 g2
b — a® + a® — a?
b + a®> — 2a?

= a®> + b —2abcos
Finalment,e demostramos que el teorema del coseno se cumple para cualquier angulo. Ahora

podemos pensar al teorema de Pitadgoras como un caso particular del teorema del coseno.

Angulos interiores de un triangulo

Geométricamente se puede demostrar, utilizando el teorema de Thales®, que los angulos inte-
riores de un triangulo cualquiera suman 180°.

3El teorema de Thales dice que cuando dos rectas secantes son cortadas por varias rectas paralelas, los seg-
mentos que se forman en una de las secantes son proporcionales a los que se forman en la otra. El grupo musical
llamado Les Luthiers hizo una cancién con el enunciado y la demostraciéon del teorema, que lo pueden ver en aqui
(http://www.youtube.com/watch?v=DsIh1m7B-xQ).

Una aplicacion de este teorema la pueden encontrar en aqui (http://www.youtube.com/watch?v=w4rbEowQT7rY).


http://www.youtube.com/watch?v=DsIh1m7B-xQ
http://www.youtube.com/watch?v=w4rbEowQ7rY
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a+ 54y = 180° (23)

Resolucion de triangulos

Como dijimos al comienzo de esta seccion, la idea de resolver triangulos es poder determinar
los lados y los angulos interiores conociendo algunos datos del tridngulo en cuestion.

Para poder resolver completamente un tridngulo se necesitan conocer, al menos, tres de sus
elementos. De modo que tendremos 5 casos diferentes, pero sélo existen 4 casos diferentes para los
cuales 1 lado siempre sera conocido y por lo tanto podremos resolver el problema.

= Se conocen los tres dngulos:

En el caso de que no se conozca ninguno de los lados, no se podra resolver el problema debido
a que existen infinitos tridngulos semejantes.
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= Se conocen los tres lados:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a, b y ¢ de un tridngulo y queremos
hallar sus angulos interiores. Para resolver el problema vamos a utilizar el teorema del coseno.

a’> = b + ¢ — 2bccos o = COSQZM
2bc

a2 + 2 — b2
2ac
a+pf+~v=180° = ~ =180°—a — 3

> =a®> +c —2accos B = cos B =

Asi encontramos los tres angulos que buscabamos:

v+ & — a?

a = arccos| ———
2bc

a2 + 2 —

g = arccos | ———
2ac

vo= 180° — a —

En este caso, como los angulos interiores a un tridngulo son menores que 180°, si el coseno es
positivo pertenecen al primer cuadrante, mientras que si es negativo pertenecen al segundo.
Si la suma de dos de los angulos interiores es mayor a 180°, no existe el tridngulo.

= Se conocen un lado y dos dngulos:

Supongamos que conocemos la longitud del lado b y la amplitud de los dngulos v y v de
un tridngulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver el problema vamos a
utilizar el teorema del seno.
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a+pf+v=180° = [ =180° — a — v

sen « sen [ sen «
= — a=25,
a b sen [
sen sen sen
v B . oo piemy
c b sen (8

Asi encontramos los dos lados y el angulo que buscéabamos:

g = 180° — a — v

sen «
a =

sen [

sen -y
C =

sen (3

= Se conocen dos lados y el &ngulo comprendido:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a y b, y la amplitud del dangulo v de
un tridngulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver el problema vamos a
utilizar el teorema del coseno.
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@ =a®>+ b —2abcosy = c = /a2 + b> — 2abcos v

b+ 2 — a?
2bc

O+ B4y =180° — B = 180° — a — ~

a? =b 4+ —2bccosa = cosa =

Asi encontramos el lado y los angulos que buscabamos:

c = a2 + b — 2ab cos v
b2+02—a2)
2bc
g = 180° — a — v

o = arccos(

En este caso se omite el doble signo cuando despejamos ¢, porque como es una longitud esta
obligado a ser positivo.

= Se conocen dos lados y un angulo no comprendido:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a y b, y la amplitud del angulo « de
un triangulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver el problema vamos a
utilizar el teorema del seno y del coseno.

sen « sen 3
a b

— sen f = — sen «
a

En este caso, como sen § > 0 tenemos dos soluciones: 5, € I'y f; = © — [y € II. Por lo
tanto tendremos dos tridngulos posibles, uno para cuando § € II:



a+ B+ y o= 180°

A =a*+ b — 2abcos 1
Y otro para cuando 3 € I:

@+ fo + 72 = 180°

2 =a*+ b — 2abcos 7,

Este es el tnico caso en el que tenemos dos soluciones.

—
—

=

=

N = 180° —a —

Cl =

Va2 + b2 — 2abcos v

’}/2:1800—04—52

Cy =

Va2 + b2 — 2ab cos v,

Bi = =Py Brell
o= 1807 —a - f

= \a® + b2 — 2abcos

e

V2

Co

b
= arcsen (— sen a) i Peel
a

= 180° — a — 62
= /a2 + b2 — 2ab cos

47
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Ejemplo: Problema de Eratostenes

Eratéstenes nacié en Cyrene (Actualmente Libia) en el ano 276 a. C. Fue astrénomo, historiador,
geografo, filosofo, poeta, critico teatral, matematico y también gran amigo de Arquimedes. Estudio
en Alejandria y Atenas. Alrededor del afio 255 a. C fue el tercer director de la Biblioteca de
Alejandria. Trabajo con problemas de matematicas, como la duplicacion del cubo y niimeros primos.
Escribié muchos libros de los cuales solo se tienen noticias por referencias bibliograficas de otros
autores.

Se considera que Eratostenes fue el primero en medir, con un método cientifico, la longitud de
circunferencia de la Tierra. Para ello utilizé la trigonometria.

Estudiando los papiros de la biblioteca, encontré un escrito que le llamé la atencion: “en Siena
(hoy Asuéan, en Egipto) el dia del solsticio de verano los objetos no proyectan sombra alguna y la luz
del sol alumbra el fondo de los pozos”. De aqui él dedujo que la ciudad estaba situada justamente
sobre la linea del trépico (el trépico de Cancer) y su latitud era igual a la de la ecliptica’ que
ya conocia. Eratostenes, suponiendo que Siena y Alejandria tenian la misma longitud (realmente
distan 3°) y que el sol se encontraba tan alejado de la Tierra que sus rayos podian suponerse
paralelos, observé que en Alejandria el mismo dia del solsticio de verano al mediodia los objetos
si proyectaban sombra. Este resultado fue muy importante para la época, ya que demostraba que
la Tierra era esférica”. Midiendo la longitud de dicha sombra encontré que la ciudad distaba 1/50
parte de la circunferencia, es decir, 7° 12" de Alejandria.

Posteriormente, midié6 la distancia entre ambas ciudades. Existen distintas versiones sobre c6mo
fue que midié6 esta distancia. Algunos dicen que contraté un regimiento de soldados que diera pasos
de tamano uniforme y los contara. Otros afirman que utilizé la distancia estimada por las caravanas
que comerciaban entre ambas ciudades. También hay quienes creen que pudo obtener el dato en la
propia Biblioteca de Alejandria.

Fijando la distancia entre las ciudades en 5.000 estadios, pudo calcular la circunferencia de la
Tierra resultando de 250.000 estadios, de modo que a cada grado equivale, aproximadamente, a 700
estadios’.

Si suponemos que Eratéstenes uso el estadio equivalente a 185 m, resulta que la longitud de

4Se llama ecliptica al plano que contiene al sol y a la Tierra. El Ecuador tiene una inclinacién de 23°27' con
respecto a la Ecliptica.

5S6lo dos personas que vivieron antes de Eratostenes habian sugerido la idea de esfericidad de la Tierra. El
primero fue Pitagoras, pero su idea se basaba en que la esfera era la figura geométrica perfecta y por lo tanto la
Tierra, para ser perfecta, debia ser esférica. El segundo fue Aristoteles, su conclusion se basaba en dos cuestiones:
la primera era que los viajeros que viajaban hacia el sur veian las constelaciones de ese hemisferio subir su posiciéon
en el horizonte. Eso s6lo es posible si dicho horizonte se encuentra formando un angulo con respecto al horizonte de
alguien ubicado més al norte. Por lo tanto, la forma de la Tierra no podia ser plana. La segunda era que el borde de
la sombra de la Tierra en la Luna durante la fase parcial de un eclipse lunar siempre es circular, sin importar cuan
alta esté la Luna sobre el horizonte. La tnica figura geométrica cuya sombra proyectada en cualquier direccion es
circular, es la esfera.

5Haciendo clic aqui podrés ver un video donde se cuenta esta historia.

(http://www.youtube.com/watch?v=H5kRZdsX7p4)


http://www.youtube.com/watch?v=H5kRZdsX7p4
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circunferencia de la Tierra es de 46250 km. Sin embargo, si suponemos utilizé el estadio egipcio
(equivalente a 300 codos de 52,4 cm), la circunferencia calculada es de 39300 km.

El radio ecuatorial terrestre es de 6371 km, por lo tanto, la longitud de circunferencia sobre el
Ecuador es igual a 40030 km. Esto significa que los calculos de Eratéstenes fueron muy exactos
considerando que los hizo hace mas de 2200 anos.

Resolucién de problemas

Problema 1: Calcular:

3 —
sen(z + 7) cos3m — ) + sec?(—x) + csc X (m — x) =

sen(m — x) cos(m + x)

Para resolver este problema debemos utilizar las relaciones fundamentales y sus corolarios (fun-
ciones trigonométricas del angulo opuesto, del dngulo doble y del angulo mitad).
Analicemos factor por factor.

= sen(x + )

sen(x + m) = sen(x) cos(m) + cos(x) sen(m)
= sen(x)((;l) + cos(x)0



= sen(m — )

= cos(3m — x)

» cos(m + )

» sec ?(— 1)

» csc 3 (m — )

sen(m — x)

cos(3m — x)

cos(m + x)

sec?(—z) = [sec(—z)]

csc 3 (m — x)

sen(7) cos(z) — cos(m) sen(x)
0 cos(z) — (—1) sen(x)

sen(x)

cos(3 ) cos(x) + sen(3 ) sen(z)

cos(2m + m) cos(x) + sen(27 + ) sen(z)
cos(m) cos(x) + sen(m) sen(x)

(—1) ((303(30) + 0 sen(z)

cos(m) cos(x) — sen(w) sen(x)
(—1) cos(x) — 0 sen(x)
— cos(z)

- [l

= [cos(— )]’

= [cos(a)]”

= cos*(x)

= [ese(r — x)]°

B Len(ﬂl— ) )
]

2

20



Ahora juntamos todos los resultados y resolvemos:

2ZEEi t 7:3 C;)ji?;rﬁ»_;)‘) + Sec_2<_x) + CSC_Z(W - 1) =

~ —sen(x) — cos(x)
sen(z) — cos(x)

=—-1.1+1=

=0

+ cos?(x) + sen®(z) =
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Problema 2: Claudio y Daniel estdn a 53 metros uno de otro. Claudio, desde su posicion, ve
un cofre pirata, e inmediatamente mide el d&ngulo que el mismo forma con la posicién de Daniel,
resultando de 37°. Daniel, al advertirlo, mide enseguida el dngulo que forma el cofre con Claudio,
resultando de 44°. Calcular quién de los dos se halla méas cerca del cofre.

En estos problemas hay dos puntos importantes a tener en cuenta: uno es hacer el grafico de la
situacion correctamente, y el otro es su resolucion.

En el grafico vamos a llamar C a la posicion de Claudio, D a la posicién de Daniel y ¢ a la
posicion del cofre. Queda claro que éstos seran los vértices del triangulo.

Luego hay que reconocer los angulos que corresponden a los datos del problema. Uno es el
angulo que mide Claudio, que es el &ngulo que el cofre forma con Daniel. Esto quiere decir que el
vértice del angulo sera Claudio.

El otro angulo es el medido por Daniel, por lo tanto sera el angulo cuyo vértice es D.

Para poder saber quién esta mas cerca del cofre hay que calcular las longitudes de los segmentos
Ccy Dec. A estas distancias las llamaremos x e y respectivamente. Finalmente, nuestro esquema
del problema es el siguiente:

Ahora para resolver el problema, primero vamos hallar la amplitud de dngulo restante, que
llamaremos (. Esto lo hacemos utilizando el hecho de que los dngulos interiores suman 180°.

6+ 37° 4+ 44° = 180°
6 = 180° — 37° — 44°
B = 99°

Luego, para determinar los valores de x e y vamos a usar el teorema del seno. Primero busquemos
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sen 8 sen 44°
53m T
sen 44°
r = 53m
sen (8
sen 44°
= b3
v m sen 99°
r ~ 37,28m

Ahora hacemos el mismo procedimiento para halla el valor de .

sen 5 sen 37°
53m Y
y — 53m sen 37
sen [
sen 37°
= 53
Y o sen 99°
y ~ 32,29m

Finalmente, encontramos que el que esta mas cerca del cofre es Daniel ya que se encuentra a
una distancia de aproximadamente 32,29 m, mientras que Claudio se encuentra a una distancia de
~ 37,28 m.
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PRACTICA 5

1. Calcula, en grados sexagesimales, el valor aproximado de cada uno de los siguientes angulos:
azlrad,ﬁz&r,’y:gyézi’),&

2. Expresa los siguientes dngulos en radianes, dando las respuestas en funcién de 7: p = 150°, €

— 210°, A = 60° y pu — 315°.

3. Completa el siguiente cuadro:

Sistema horario | Sistema sexagesimal | Sistema circular
270°
8
120
2
g m
1 m
3h
20°
84h

4. Dibuja en cada una de las circunferencias trigonométricas los segmentos que representan al

sen «, cos « y tan «.
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N
-
N
W

<

N
an

5. Encuentra el valor de los angulos, pertenecientes al intervalo [0,27), que satisfacen las si-
guientes condiciones:

¢) tan(a) = 1010000

d) arcsen(0 ==z

6. Calcula el valor de las restantes funciones trigonométricas, sin hallar el angulo z, teniendo en
cuenta los siguientes datos:

a) senx:§yaz61

1
b) cos(2z) = SYTE I11

c) tanx:—\/gyxeﬂ
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3
d) cos z = gyxel\/
7. Marca con una cruz la opciéon correcta. Justifique.
a) Si f(z) = sen? <g - :L‘), entonces f(7/3) es igual a:

0 @ 0O — @ O 1 O 1
2 2 4 2
b) Si f(z) = —2 tan(—7m — x), entonces f(—m/6) es igual a:

V3 D2§ D_T\/g 0 —+3

o —2

c) Si f(x) = tan (g - a:), entonces f(—m/3) es igual a:

O —+3 D? 043 D-?

8. Resuelve.

a) cos(—z) sen (g - 37) — sen(m + x) cos (g — :c) =

sen(m + ) — 2 sen(—x)

b pum
b) 4 cos(m + x) + cos(2m — x)

cos(m — x) cos(m + x) _

c) i
2 tan (5 — x)

d) sen®(r + x) — cos® (g - :L‘) =

e) tan(—x) cos(m + x) (cscx)~t + sen®(m + z) + 2 cos*(—z) =

cos(m+y)  sen(2y)
sen(m/2 —y) sen(4m +y)

f)

tan(—y) arccos(—1) +sen(—y + ) =

9. Utilizando las formulas del seno y el coseno para la adicion y sustraccion y la tabla dada en la
reduccion al primer cuadrante, calcula en forma exacta (sin hacer la cuenta en la calculadora):

a) sen(75°)
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b s 5)

c) tan(15°)

@ e (- 27)
()

10. Simplifica la expresion mediante la aplicacion de una férmula de dngulo doble o semiangulo
segin corresponda:

a) sen(18°)2 cos(18°) =

1 — cos(4a)

b) P

sen(4 «)

c) —sen?(58) + cos?(58) =

1 — cos(89)

@ —F -

11. Determina cuales de las siguientes expresiones son identidades trigonométricas.

)
)

(9

d) sen a = 1 — csc «
) cos a = (sec a)~?
)

sen o + cos o = 1

12. Verifica las siguientes identidades trigonométricas.

1 + cos a 1 + cos «
a) — + tana = ———
- sen o sen « . cos «
1 tan
b) il 5:tan6
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+ tan? 8 = sec?

1
1
o2 (1 — sen?p3)

sen(x + y) — sen(z — y)
cos(z + y) + cos(x — y)

= tan y

13. Plantea y resuelve cada uno de los siguientes problemas.

a)

b)

= 0

., Cual es el angulo de elevacion del sol cuando un maéstil de 24 m proyecta una sombra
de 16 m?

,Cual es la altura de una antena si una persona que se encuentra a 250 m de su base,
observa la punta bajo un dngulo de 22°7

., Cual es el area de un pentagono regular de 40 cm. de perimetro?

Un barrilete se encuentra a 40 m de altura y su cuerda tiene una longitud de 80 m. ;Cuél
es el angulo que forma la cuerda con el piso?

., Cual es el area de un rombo de 4 cm. de lado y un angulo interior de 67°7

Un arbol estéa situado en la orilla de un rio. El extremo superior del arbol, desde un
cierto punto ubicado en la otra orilla del rio, determina un angulo de elevaciéon de 17°.
Si a 25 m de dicho punto y en direccién al arbol, el angulo es de 35°, jcuél es la altura
del mismo?

Tres pueblos X, W y Z, estan unidos por carreteras rectas. La distancia entre X y W es
de 6 Km.; a los pueblos W y Z los separan 9 Km. El angulo que forman las carreteras
que unen X con Wy W con Z es de 120°.;Qué distancia hay entre X y Z7

En una plazoleta de forma triangular, los lados miden 60 m, 75 m y 50 m ;Qué dngulos
se forman en las esquinas de las mismas?

Un helicoptero viaja de una ciudad a otra, distantes entre si 40 Km. En un determinado
momento, los dngulos que forman las visuales, desde el helicoptero, hacia las ciudades
con la horizontal son de 14° y 26°, respectivamente. ;Qué distancia hay en ese momento
entre el helicoptero y las ciudades?

Marfa estéd mirando por la ventana como llega su hijo de la escuela. Cuando esté parado
en el cordéon de la vereda de enfrente, lo ve con un éngulo de 40°, y cuando llega al
cordon de la vereda de su casa, lo ve con un angulo de 28°. Si el ancho de la calle es de
15 m, ja qué altura esta la ventana?

Claudio observa un arbol desde la orilla opuesta de un rio, mide el angulo que forma su
visual con el punto mas alto del arbol y obtiene 43°; retrocede 10 m y mide un nuevo
angulo, obteniendo un resultado de 35°.;Qué altura tiene el arbol?
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1) Desde un acantilado se ve un barco. El angulo que forman la visual y la vertical es
de 37°. Cuando el barco se aleja 200 m mas desde el acantilado, se ve con un angulo
de 52°.;Cual es la altura del acantilado y a qué distancia se encontraba el barco del
acantilado originalmente?

14. Problema de Eratostenes

Para poder realizar el calculo de Eratostenes tomando dos punto cualesquiera del mundo, lo
que hay que tener en cuenta es que ambos puntos deben tener la misma longitud.

Entonces, vamos a suponer que tomamos dos postes de longitud L y los ubicamos en dos
puntos diferentes, separados por una distancia d, sobre la superficie de la Tierra de modo que
ambos estén sobre el mismo meridiano. Luego a la misma hora se miden las longitudes de
sus sombras, siendo la sombra de uno de los postes de longitud s y la otra de longitud s'.
Siguiendo el razonamiento de Eratostenes calcule la longitud del radio terrestre (expresado
en funcion de los datos del problema)”.

"Sugerencia: Primero relea y comprenda bien el ejemplo dado anteriormente sobre el calculo realizado por Era-
tostenes. Luego, tenga en cuenta que los tridngulos formados por el poste, su sombra y el rayo de sol son rectangulos.



