Capitulo 8
Magnetostatica.

1 Una mirada sobre la historia.

La palabra “magnetismo” evoca la antigua ciudad tesalonicense de Magnesia, en
la mesopotamia asiatica. Segun registros provenientes de la Grecia antigua, en la
citada ciudad se conocian rocas, cuyas extranas propiedades eran semejantes a las de
los imanes actuales. Lo extrano era que tales propiedades eran “naturales” en estas
rocas. Este parece ser el inicio histérico del conocimiento acerca del magnetismo.
Tales de Mileto y, probablemente, Socrates se ocuparon del tema, y elaboraron
algunas especulaciones (por supuesto a la manera griega®).

Por su parte, los chinos también conocieron esta fenomenologia. A ellos se les
atribuye la primera observacion del magnetismo terrestre, y su conexiéon con la
orientacién de objetos magnéticos. Tanto en Grecia como en China, parece que este
conocimiento fue adquirido algunos siglos antes de Cristo.

El primer objeto verdaderamente trascendental que aporté el magnetismo, fue
la “brujula”. Bastara evaluar el cambio operado en la navegacion a partir de su im-
plementacion, para estimar su importancia. Tal vez, podriamos situar el nacimiento
de la brujula como un hito histérico, en el que se sintetiza el valor de las conexiones
surgidas de la observacién cuidadosa de hechos naturales. Esto no es trivial; y cuanto
mas conocimiento haya sobre los fenémenos fisicos, méas se amplia el horizonte de
tales conexiones. “Pero hay que descubrirlas”.

Retomemos el hilo de la historia. El estado actual de conocimiento sobre el
magnetismo, revela que la ventana que se abrié en Magnesia, dejaba ver muy poco
de lo que habria dentro del basto laberinto. Es cierto también que las ventanas
que se abren seran siempre un buen augurio, pero en este caso no se pudo ver,
sino hasta dos mil anos después, el segundo capitulo de la historia. ;Casualidad
o no? no lo sabremos. Pero un dia en que los transitos de corriente eléctrica a
través de conductores ya eran frecuentes, ocurrieron simultdneamente dos cosas: La
primera fue que una brujula yacia cerca de un conductor, en el preciso momento
en que cirlulaba por él una corriente. La segunda fue que alguien con capacidad de
asombro y discernimiento, lo observd. Aqui surgié la clave de la concepcion actual

'No quisiera que el lector tome esta aclaracién en un sentido que induzca a la desvalorizacién
del pensamiento antiguo. En tal caso léase que los griegos vivieron mucho antes de los inicios de
la ciencia moderna, por lo que sus formas de concebir la naturaleza estaba muy lejos de nuestro
modo de pensar. Creo oportuno enfatizar aqui, que el pensamiento cientifico “debe” nutrirse de
todas las vertientes, cosa que afortunadamente ha ocurrido con el legado de la Grecia antigua.



del magnetismo. Los trabajos de H. C. Oersted en 1820 establecieron la conexion
entre fenénemos eléctricos y magnéticos, y desde entonces comenzé a vislumbrarse la
posibilidad de una teoria unificada que vinculara ambas interacciones. En la década
de 1860 se alcanz6 la unificacién en lo que se dio en llamar “teoria electromagnética
clasica”, de la cual nos ocuparemos més adelante.

2 Corriente eléctrica y campo magnético.

La concepcién actual acerca del magnetismo consiste en que tal interaccién se dara
entre dos particulas dotadas de carga eléctrica, cuando cada una de ellas se encuentre
en movimiento. En tal sentido, diremos que las particulas involucradas interactian
mediante dos mecanismos que dan lugar a fuerzas bien diferenciables: la eléctrica y
la magnética.

Puede que al lector le resulte algo extrano que la interacciéon magnética dependa
del movimiento, especialmente pensando en el caracter relativo de este tltimo. Si
esto es asi, resultard que ciertos observadores notaran la interaccién magnética (los
que ven moverse ambas particulas), mientras que otros observadores no notarén la
interaccién (los que ven al menos una de las particulas en reposo). La verdad es
que suena raro. Pero las evidencias mandan, y se han requerido mentes brillantes (y
especialmente abiertas) para construir un marco teérico que respalde esta rareza (y
otras tantas). La teorfa moderna de la relatividad, que viera la luz hacia 1905 a partir
de los trabajos de A. Einstein, tuvo entre sus objetivos originales, la mision de dar
sustento “mecanico” a las extranas conclusiones que surgian del electromagnetismo.

De la misma manera que la interaccion eléctrica, la interacciéon magnética puede
ser tratada como un campo. En efecto, puede definirse un “campo magnético” que,
en general, dependera de la posicion y del tiempo. Sus fuentes seran las cargas en
movimiento, ya sea individualmente o en la forma colectiva habitual de corrientes
eléctricas. jSobre qué se hard notar? Sobre otras cargas en movimiento (o corri-
entes). El campo magnético es una propiedad acechante del espacio, que “habita”
en el espacio esperando que particulas viajeras pasen bajo su influencia.

3 Magnetostatica. Ley de Biot-Savart.

La magnetostatica constituye el estudio de las interacciones magnéticas, que pueden
ser representadas por campos magnéticos independientes del tiempo. Esto sélo
puede darse cuando las fuentes del campo son corrientes “estacionarias”. Esto es,



corrientes que no dependen del tiempo. Los campos que pueden encuadrarse en
este requerimiento son los que surgen de la ley de Biot-Savart, que enunciamos a
continuacion.

Consideremos una region del espacio en que existe una distribucion de corriente
estacionaria, cuya densidad volumétrica es J (7:7 ). Supongamos que la misma da
origen a un campo magnético B (7) que ocupa la misma regién. Entonces, el elemento
de corriente que ocupa el volumen infinitesimal dv situado en 7 , contribuye con un
aporte dB al campo magnético en el punto 7 dado por

) T g
B = kU T, (1)
‘ r—r ‘ r—r
donde la constante k' en el sistema MK S vale
Tm
K = 107"— 2
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Esta es la forma diferencial de la ley de Biot-Savart, que admite ser integrada direc-
tamente por aplicacion del principio de superposiciéon. Asi tendremos
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donde D representa el dominio donde hay corrientes.

Expresion de bolsillo: Una forma de recordar la ley de Biot-Savart consiste
en definir un vector 4 como sigue

i =7—r 7 — 17
L = (4)
u = ’ —Tr ‘77_7"/
con lo que obtenemos
_ J X il
B = ¥ / = (5)
D u

Nunca sera suficiente insistir en que esta expresion “no es” la ley de Biot-Savart,
sino un ayuda memoria para “construir” la expresion correcta.

4 Circuitos como fuentes de campo magnético.

Muchas veces el campo magnético se origina por la circulacién de corriente esta-
cionaria en un circuito. Supongamos que el conductor que forma el circuito es



suficientemente delgado, comparado con las dimensiones generales del circuito, y
que no resulta de interés el campo magnético “dentro” del conductor. Entonces
podemos modelar la distribuciéon de fuentes como una curva sobre la que circula
una corriente tunica. Sea C' una curva cerrada que representa la forma del circuito,
y sea [ la corriente que circula por el circuito. Entonces la ley de Biot-Savart toma
la forma simplificada siguiente

(6)

donde dl es un elemento infinitesimal de la curva C, orientado en el sentido en que
circula la corriente.

5 Ejemplo 1: Campo magnético en el eje de una
espira circular.

Una espira es un anillo de alambre (conductor), cuyo radio R es mucho mayor que el
didmetro de la seccion transversal del alambre. Supongamos que por la espira circula
una corriente estacionaria I. Buscaremos ahora el campo magnético B enun punto
del eje de simetria de la espira. Para ello, situamos el origen de coordenadas en el
centro de la espira, y orientamos el eje z a lo largo del eje. Entonces el punto campo
serd 7 = (0,0, z). Argumentos de simetria permiten reconocer que las componentes
del campo B perpendiculares al eje z son nulas.

B, (0,0,z) = B, (0,0,2) = 0 (7)

Este es un problema que admite varios caminos para su resolucién. Aqui no elegimos
el mas simple o directo, sino el que nos ensena un poco del manejo formal de vectores.
Comencemos por edentificar los vectores requerido en la ley de biot-Savart. Para fijar
ideas, supongamos que la corriente circula en sentido antihorario, cuando miramos
la espira desde un punto situado en el semieje positivo de z.

7 = (0,0,2)
7 = (Rcos(#), Rsin(#),0)
dl = (—Rsin(0)d0’, Rcos(0')dd’, 0 )

-
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Una version levemente modificada de la ley de Biot-Savart escrita en la componente
z, viene dada por

B.(0,0,2) = k’]/c () x

|7
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—T):|Z <9)
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Analicemos el producto vectorial

; } i J i
[dix (7=r")] = | —Rsin(0)d0’  Rcos(0)ds’ 0 | = R*d¢  (10)
—Rcos(0') —Rsin(0") z

z

Reemplazando en la integral tenemos

o R0 k'R 2n
B.(0,0,2) = k:’I/ 7 = o [ Ao (11)
0 (R2+2%) (R%2+22)""Jo
Con lo que finalmente tenemos
2k’ [ R?
B.(0,0,z) = —— 2" (12)

(R2+22)*?

Insistimos en que este resultado puede obtenerse de formas mas simples, por lo que
seria muy provechoso que el estudiante intente otras variantes. Usted tendra aqui
la ventaja de saber de antemano el resultado. Pocas veces uno tiene este privilegio,
por lo que la sugerencia es que no pierda la oportunidad de probar.

6 Ejemplo 2: Campo magnético en el eje de un
solenoide.

Un solenoide es un arrollamiento de espiras apretadas sobre un soporte cilindrico.
Este arrollamiento suele construirse con alambre de cobre, que posee un esmaltado
como recurso de aislacion. Gracias a dicho esmaltado, es posible poner las espiras en
contacto mecénico, sin que ocurra el contacto eléctrico. El soporte cilindrico puede
omitirse en el modelo, salvo que sus propiedades magnéticas sean relevantes.

Ahora modelamos. Dado que conocemos el campo magnético producido por
una unica espira, es factible pensar al solenoide como una coleccién secuencial de N
espiras de radio R, que forman una “superficie” cilindrica de longitud /. Supongamos
que el origen de coordenadas esta exactamente en el punto campo, y que el eje z
corre a lo largo del eje de simetria del solenoide. Como las espiras son “coaxiales”,
la suma de sus contribuciones al campo magnético sélo tendrd componente z. Esto
es

B, (0,0,0) = B, (0,0,0) = 0 (13)

Consideremos las espiras que se encuentran en el intervalo comprendido entre 2z’ y
z' 4+ dz'. Su contribucién a la componente z en el origen sera.
21k’ R? <IN dz’)

45.(0,0.0) = (R2+ 222 1

(14)
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donde la expresion entre paréntesis representa la parte proporcional de la corriente
total del solenide, que queda comprendida en el intervalo citado. El problema se
resuelve formalmente integrando esta expresion. Asi tenemos
21k’ IN R? /z2 dz

l 21 ( R? + 22 )3/2

B.(0,0,0) = (15)

Esta integral puede resolverse mediante una sustitucion trigonométrica. Para ello,
conviene escribir la integral como sigue

2nk'IN dz
Bz(07070) = 4 l /2 . 9 3/2 (16)
21 o
[1#(R) }
Luego proponemos la siguiente sustitucion trigonométrica
2z dz du
R 9(u) - R cos?(u) (17)
con lo que la integral toma la forma
2k'IN v d
B. ( 07 07 0 ) = T / 2 12/2 (18)
[ ur [ 14 tg?(u)]”* cos?(u)
Utilizando identidades trigonométricas tenemos
sin?(u)  cos?(u) + sin?(u) 1
1+tg*(u) = 1 = = 19
i) - cos?(u) cos?(u) cos?(u) (19)
Reemplazando, podemos resolver la integral
2rk'IN  [u 2wk’ IN
B.(0,0,0) = " z / " cos(u) du = X — [sin(uz) —sin(u)]  (20)

Ahora recordamos una identidad trigonométrica no tan conocida (aunque ya la
habiamos recordado algun tiempo atrés)

sin(u) = O (21)
1+ tg?(u)
Utilizandola tenemos
. % b4
sinfu) = N VR (22)
V1t (%)
con lo que el resultado final toma la forma
2wk’ IN ; /
B.(0,0,0) = T e (23)
R? 4 2 R? 4 24
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Ahora analicemos esta expresién. El punto donde calculamos el campo es el ori-
gen, mientras que z7 y z5 son las posiciones relativas de los extremos del solenoide,
respecto al origen. Esta es una manera rara de trabajar, por que cada vez que quer-
emos saber el campo de inducciéon magnética en un punto, hay que correr el origen.
Bueno, reconozcamos que la metodologia nos facilité “algo” la cuenta. Pero ahora
queremos tener una funcion de la posicion y no parece ser muy dificil. Elijamos pues
un origen fijo, por ejemplo, en el centro del solenoide. Entonces los extremos estardn
en —[/2 y /2. Entonces, para un detector colocado sobre el eje, en una posicién z
respecto del origen tendremos

27k’ IN

e
: \/R2+(§—z)2 \/R2+(—;—z)2

B.(0,0,z) = (24)

o bien

2k’ IN

é—z %4—2
_|_
I R (e A ()

B.(0,0,2) = (25)

7 Fuerza magnética.

Hasta este punto nos ocupamos de la produccion de campos de induccion magnética,
a partir de corrientes estacionarias. Ahora abordaremos la descripcion de los efec-
tos que tienen lugar cuando estos campos influyen sobre particulas en movimiento.
Comencemos por suponer que en cierta region del espacio existe un campo de in-
duccién magnética B (7) estacionario. Si en dichas regién viaja una particula de
carga (), con velocidad v, el campo ejercera una fuerza F sobre ella, dada por

F = QixB (26)

Esta es la fuerza magnética o fuerza de Lorentz. Algunos detalles saltan a primera
vista. Note que la fuerza es perpendicular a la velocidad, y por tanto, al desplaza-
miento. Inmediatamente se sigue que la fuerza magnética no puede realizar trabajo
sobre las particulas que se mueven bajo su influencia. El teorema de trabajo y
energia nos permite concluir que, si la particula estd exclusivamente afectada por
fuerzas magnéticas, su energia cinética se mantendra invariante. En otras palabras,
las fuerzas magnéticas pueden alterar la direccion de la velocidad de la particula,
pero no su modulo.



Ahora centraremos la atencion en el caso en que las particulas cargadas viajan por
un conductor largo de pequena seccion, dando lugar a una corriente eléctrica. Aqui
las interacciones microscopicas entre los electrones de conduccién y los iones fijos de
la red que forma el soporte sélido, hacen que la fuerza se manifieste directamente
como un efecto macroscépico sobre el conductor. Supongamos nuevamente que un
campo de induccion magnética B () ha sido establecido, en la regién del espacio
en la que yace un conductor por el que circula corriente I. Sea dl en elemento
de la curva que describe el conductor, orientado en el sentido de circulacion de la
corriente. Entonces, la fuerza que “ejerce el campo” sobre el elemento de conductor
que se encuentra sobre el tramo de curva dl viene dada por

dFF = Idl x B (27)

La fuerza total sobre el conductor se obtiene por integracién sobre la curva que
contiene al circuito.

ﬁ:/]&’lxé (28)
C

Es interesante notar que, aunque la curva que contiene a un circuito es cerrada, no
hemos utilizado la notacion para integrales cerradas. Esto se debe a que general-
mente es de interés la fuerza magnética que actia sobre un tramo del circuito, y no
sobre el circuito completo.

8 Ejemplo 1: Orbitas en campos uniformes.

Supongamos que un campo de induccién magnética uniforma B-0 ocupa todo el
espacio. Para fijar ideas, supongamos que el mismo esta orientado en el sentido
positivo del eje z. Por otra parte, supongamos que una particula de masa m y carga
Q, es lanzada con velocidad inicial vy, desde el origen de coordenadas. Entonces los
vectores involucrados son

EO = (Oa()?BO ) 7?0 = (07070) /170 = (UOI;UOyavOZ ) (29)
Combinando la fuerza de Lorentz con la segunda ley de Newton, tenemos
F = Qix By = md (30)

donde ¥y @ son los vectores que representan instantaneamente la velocidad y acel-
eracion de la particula. Desarrollemos

v V] v

i j k
Q’Ux va QUZ =m ( Qg Ay, Ay ) (31)
0 0 By



De aqui obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales

QBy vy = mzd%”
_QBO Uy = mﬁ (32)
0 = m%=

dt

La tercera de las ecuaciones tiene una solucién inmediata. Ya que se trata de una
derivada primera igualada a cero, tenemos que la velocidad mantendra constante
la componente z, es decir, la componente paralela al campo éo. Aplicando las
condiciones iniciales tenemos

v,(t) = vg. (constante) (33)
z(t) = wvo,t
Las otras dos ecuaciones pueden desacoplarse derivandolas y reemplazando
— (%)2 v — d2'Uz
m N
34)
Bo \ 2 d?v (
N (%) by = dt2y

Cada una de estas ecuaciones diferenciales puede ser resuelta por separado. Como
la velocidad es la derivada primera de la posicién respecto del tiempo, la primera
integracién es directa. Administrando cuidadosamente las constantes, tenemos

2 2(x—ze 2
— (%) (x —z.) = —fl;t%” , dd(t2 ) 4 (7@50) (x—z) =0
QBo 2 d?y 0 bien 42 (y—ye) QB2 (35)
_(m) (v —y) = G dt? +<m> (y—y) =0

dondeD z¢ e yo son constantes de integracion a determinar. Las formas de la derecha
han sido incorporadas para que el estudiante recuerde los osciladores armonicos. En
efecto, ellos tenian la misma ecuacion diferencial, y por tanto, la misma clase de
soluciones. Entonces no hace falta calcular. Simplemente escribinos las soluciones
y sus derivadas primeras, que seran ttiles después

T—x0c = Ag sin(wt + ¢,) y—yc = A, sin(wt +¢,)

v, = Azw cos (wt + @) v, = Ayw cos (Wt + ¢,) (36)

donde las amplitudes A, y A,, junto con las fases iniciales ¢, y ¢, son constantes a
determinar, mientras que la frecuencia angular w es la misma en ambas soluciones
y vale

B
w = ©Bo (37)
m
En el instante inicial tendremos
—zc = A, sin (@) —yo = Ay sin(¢,) (38)
Vor = Azw cos (¢z) voy = Ayw cos(¢y)



El panorama podra resultar algo desalentador, si observamos que disponemos de
cuatro condiciones iniciales y seis constantes a determinar. Pero no hay que alar-
marse, especialmente si recordamos que las fuerzas magnéticas, cuando actian solas,
cuidan de no cambiar la energia cinética. Esto puede escribirse como sigue

1 1
ok {vgm—i—vgy] = §mw2 [Ai cos’ (wt+ ¢, ) + A2 COS2(U)t+¢y)} (39)

Esta expresion merece una atenciéon muy especial, porque probablemente nunca
hayamos tratado algo parecido. Comencemos por observar que el primer miembro
es constante, mientras que el segundo es una funcion del tiempo. Como la igual-

dad debe cumplirse para todo tiempo ¢, el corchete del segundo miembro debe ser
constante. Esto solo puede lograrse haciendo

A, = A, y cos(wt+¢,) =sin(wt+¢, ) = cos(wt—i—cbx—g) (40)
de donde se concluye que

0
¢y - ¢x - 5
Para simplificar la notaciéon hacemos A = A, y ¢ = ¢, con lo que las condiciones
iniciales toman la forma
—zc = A sin(¢) yo = A cos(9)
Vor = Aw cos (o) voy = Aw sin (¢)

(41)

(42)

Ahora si tenemos cuatro ecuaciones y cuatro constantes a determinar. Con un poco
de trabajo llegamos a

1 2 2 _ Voy re = —A sin(¢)
A = " \/ Voz T Uiy ¢ = arctg <on> o = A cos(d) (43)

Con esto quedan completamente caracterizadas las funciones del tiempo que de-
scriben la posicién de la particula. Las pasamos en limpio para analizarlas.

r—zc = A sin(wt + ¢)
y—yc = A cos(wt+ ¢) (44)
2z = vyt

Entre las dos primeras funciones podemos eliminar el tiempo para tener una idea
de la trayectoria. Para ello, elevamos al cuadrado ambas funciones, y luego las
sumamos. Asi obtenemos

( —xze)* + (y—yo)* = A° (45)

Esta es la relacién funcional que define una circunferencia de radio A, centrada
en (z¢,yc). Observando que el movimiento contiene ademds un desplazamiento
uniforme en z, concluimos que la érbita serd una hélice de paso constante alrededor
de un eje paralelo al campo By que pasa por (z¢,yc). La misma se desarrolla sobre
una superficie cilindrica de radio A.
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9 Las leyes integrales de la magnetostatica.

Cuando tratamos la electrostatica, analizamos el comportamiento del campo E bajo
dos miradas integrales. En la ley de Gauss estudiamos el flujo de E a través de
cualquier superficie cerrada. Luego, vimos que también resultaba conservativo al
analizar la circulaciéon sobre cualquier curva cerrada. Ahora mos proponemos hacer
los mismos andlisis sobre el campo de induccién magnética B. Estos resultados
podrian derivarse de la ley de Biot-Savart, pero nosotros no haremos tales deduc-
ciones. Nos limitaremos a dar enunciados precisos y centraremos la atencion en sus
consecuencias mas importantes.

10 Ley de (Gauss magnetica.

Consideremos una regién del espacio en la que existe un campo de induccion magnética
B (7) invariante con el tiempo. Sea S una superficie cerrada imaginaria cualquiera
que se encuentra en la regién. Sea dl el nombre genérico de los vectores diferenciales
normales exteriores de la superficie S. Entonces, el flujo del campo de induccion
magnética B () a través de la superficie cerrada S, es siempre nulo.

B.-ds = 0 46
f B-ds (46)

A partir de este enunciado podemos sacar algunas conclusiones inmediatas. En
primer lugar, recordemos brevemente el caso electrostatico. En ese caso, el flujo
era proporcional a la carga eléctrica neta encerrada por la curva, y deciamos que
las cargas eran las “fuentes escalares” del campo. Ademds era precisamente en las
cargas donde empezaban y terminaban las lineas de campo.

La ley de Gauss magnética, por analogia nos dice que el campo de induccién
magnética B (7) “no posee fuentes escalares”. En otras palabras, no existe un andlogo
magnético de la carga eléctrica. A la vez, de esta propiedad se desprende que las
lineas del campo B (7) no tienen ni inicio ni fin. Esto sugiere que las mismas son
necesariamente cerradas.

11 Ley de Ampere.

Consideremos una region del espacio en que yace una distribucion de corriente esta-
cionaria J(7), y el campo de induccién magnética B(7) que ella produce. Sea C' una

11



curva simple cerrada cualquiera, y sea S una cualquiera de las superficies limitadas
por la curva C'. Sea dl un elemento de longitud de la curva C, cuya orientacion ha
sido elegida arbitrariamente. Sea ds un elemento de rea de la superficie S, cuya
orientacién cumple con la regla de la mano derecha respecto de dl. Entonces, La
circulacién del campo de induccién magnética B (7) a lo largo de la curva cerrada

-

C, es proporcional al flujo de la densidad de corriente J(7) a través de la superficie

S.

fé-d? :47rk:’/ T ds (47)
C S

Expresion de bosillo: La ley de Ampere suele recordarse observando que la
integral del segundo miembro es la corriente que atraviesa la superficie S. Llamando
Is a tal corriente podemos escribir

f B-dl = 4xk'Is (48)
C

La principal observacién que surge de la ley de Ampere es que el campo de induccion
magnética B (7) es “no conservativo”. Por lo tanto no sera posible derivarlo de un
potencial escalar, tal como haciamos con el campo electrostatico. Por otra parte,
esta ley puede utilizarse para el calculo del campo B (7) en casos muy particulares,
en los que la distribucién de corrientes presentan muy alta simetria.

12 Otra vuelta de tuerca sobre simetrias.

Y otra vez la cuestion de las simetrias... Pero ahora en relacién con la ley de Ampere.
. Qué nuevo condimento tienen los fendmenos magnéticos? Aparece una diferencia
findamental, residente en que las fuentes del campo E(F) son fuentes vectoriales
(corrientes estacionarias). Esta diferencia con el caso electrostatico (en que las
fuentes eran escalares) genera una nueva variante de simetria, que en algunas areas
de la fisica suelen llamarse simetrias magnéticas?.

Como siempre, estamos interesados en extraer conclusiones acerca de las com-
ponentes de B (7), por observacién de la simetria de la distribucién de corrientes.
Para ello, comencemos por reconocer dos propiedades simples que surgen de la ley

de Biot-Savart

W
; dv (49)

2Por ejemplo en cristalografia.
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Supongamos que D representa el dominio sobre el que se desarrolla la distribucion
de corriente. Asi tendremos

a) Si la direccién de J(r7) es la misma sobre todo el dominio D, entonces la
componente del campo B (7) en dicha direccién es nula.

b) Si la distribucién de corrientes se invierte ( es decir que se campbia J(r7) por
(")), entonces el campo B(F) también se invierte. Esto es, B(F) se convierte en

(7).

Veamos cémo operan estos conceptos en algunos ejemplos de alta simetria.

I) Hoja de corriente plana infinitamente extendida: Consideremos un
plano infinitamente extendido sobre el cual se desarrolla una corriente uniforme,
que cabe ser descripta por una “densidad superficial” constante K. Note que K hace
las veces de J en problemas donde la distribucion se desarrolla sobre dominios su-
perficiales (su unidad serd A/m). Para analizar las componentes del campo B(7),
elegimos un punto P cualquiera, no contenido en el plano. Sin pérdida de generali-
dad, podemos elegir el eje z pasando por P en direccion perpendicular al plano de
corrientes. El origen lo elegimos en el pie de dicha perpendicular sobre el plano. El
eje x lo elegimos coincidente con la direccion de i, y eje y (por supuesto sobre el
plano) de modo que forme una terna directa.

Apliquemos ahora las condiciones a y b. Como los vectores K apuntan todos
en direcciéon z la condiciéon a puede aplicarse, por lo que la componente B, es
nula. Ahora imaginemos una rotacion en 7 alredador del eje z. Recordando que
el campo esta “atado” a sus fuentes, E(F) gira con el sistema. Al completar el
giro, la distribucion de fuentes se invirtié respecto de su posicion original. Esto
es, equivalente a decir que se cambié K por —K. Sin embargo, la componente B,
se mantuvo inalterada. Por tanto B, entra en contradicciéon con la propiedad b
derivada de la ley de Biot-Savart. Entonces, B, debe ser nula. Asi concluimos que
la inica componente no nula de Bes B,. Indagamos ahora acerca de su variabilidad
en el espacio. Si la distribucién se traslada distancias arbitrarias en x y en y, su
aspecto es invariante para un observador situado en P. Por tanto, el campo no
puede depender de las cordenadas x e y. Entonces concluimos que el campo de
induccién magnética B(7), toma la forma simple

B(") = By(2) ] (50)

o S

II) Cilindro infinito con corriente exial: Consideremos ahora un objeto
conductor infinitamente largo, por el circula una corriente axial cuya densidad
volumétrica J depende exclusivamente de la coordenada radial p. Esto es, en coor-
denadas cilindricas

J(F) = J.(p) k (51)

donde el eje z corre a lo largo del eje del sistema. Nuevamente elegimos un punto
P no contenido en el eje de la distribuciéon. Como J tiene direccién z en todo
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el dominio, la componente B, en P debe ser nula. Ahora imaginemos un eje que
pasa por P y corta perpendicularmente al eje z. Si giramos la distribucién en w
alrededor del eje que pasa por P, su nuevo aspecto tiene los vectores J invertidos.
Sin embargo, la componente B, mantiene la orientaciéon ente dicha rotacién. Esto
estd en contradiccién con la prpiedad b, por lo que b, debe ser nula. Para finalizar
el andlisis, reconozcamos que un observador situado en P no detecta cambios por
rotaciones alrededor del eje de simetria, ni por traslaciones a lo largo del mismo.
Entonces B no puede depender ni de ¢ ni de z. Asi concluimos que el campo de
induccién magnética B(7) en este tipo de sistemas tendr la forma

B(7) = By(p) ¢ (52)

13 Ejemplo 1:Hilo recto infinito.

Consideremos un hilo conductor recto infinitamente largo, por el que circula una
corriente estacionaria I. Naturalmente, trabajamos en coordenadas cilindricas. El
analisis de la simetria nos permite concluir que la tinica componente no nula de B (7)
es la azimutal y solo depende de la coordenada radial p. Entonces

B,=B.=0 B, =By (53)

De lo que inmediatamente se deduce que las lineas del campo B (7) son circunferen-
cias contenidas en planos perpendiculares al hilo, cuyos centros estdn precisamente
en el hilo. Esta simetria es especialmente apta para determinar el campo de in-
duccién magnética utilizando la ley de Ampere.

Comencemos por elegir como curva de integraciéon C', una linea de campo de
radio p. La superficie S limitada por C' puede ser el circulo de radio p contenido en
el plano de la circunferencia. Para fijar ideas, supongamos que la corriente circula
en el sentido positivo del eje 23. Elegimos los vectores dl en sentido antihorario visto
desde el lado positivo del eje z. En consecuencia, los vectores ds deben orientarse
en el sentido positivo de z (regla de la mano derecha).

Trabajemos con el primer miembro de la ley de Ampere

$Bd = Bup)o-dio = § B (54)

3Es interesante observar que la corriente es una magnitud escalar, por lo que le corresponde un
signo. En tal sentido, la elecciéon hecha aqui puede considerarse como una convencién de signos.
Esto significa que los resultados que se obtengan podrén ser utilizados atin cuando la corriente
vaya en sentido contrario, siempre que al reemplazar su valor se respete su signo.
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Como el dominio de integracion tiene p constante, la componente §¢(p) puede salir
de la integral. Entonces

§ Bedi = Bulp) [ dl = 2mp By(p) (55)

Ahora pongamos atencién en el segundo miembro de la ley de Ampere. Observemos
que el dato del problema es la corriente I, con lo que podriamos utilizar simplemente
la formade bosillo. Sin embargo, corresponde una reflexién acerca del signo. En
realidad, la corriente es el flujo del vector J a través del drea del conductor. Por su
parte, el drea del conductor en el plano de la espira forma parte de la superficie S.
Por tanto, I debe considerarse positiva si atraviesa la superficie en el sentido de ds
y negativa en caso contrario. Esto estd en concordancia con nuestra eleccion de [
por lo que no aparecen incompatibilidades de signo. Entonces tenemos

2mp By (p) = 4Ank'T (56)

De donde tenemos finalmente que

By (p) = (57)
P
o recuperando la forma vectorial
— 2K'T
B(p) = Pk (58)
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