Capitulo 1

Electrostatica. Leyes basicas

1.1. Breve reflexién sobre la carga eléctrica.

La carga eléctrica es la propiedad de los cuerpos que toman parte en las in-
teracciones eléctricas. Tal vez el lector considere que esta frase no constituye una
definicion licita, o acaso no es mas que un juego de palabras. Respuestas rapidas
a preguntas tales como jDe qué color son las naranjas? o ;Qué sabor tiene la sal?
adolecen méas o menos de los mismos problemas. Sin embargo, la falta de una res-
puesta categorica (en sentido académico) no impide que las personas tengan pleno
conocimiento del color de las naranjas o del sabor de la sal. El conocimiento provie-
ne de la experiencia; después viene el lenguaje que comunica dicho conocimiento vy,
por tltimo, su formalizacién. La carga eléctrica comparte su dificultad de definicion
con la masa gravitatoria, la masa inercial o el tiempo. Aqui sugerimos al lector que
esté entrenado en operar con estos conceptos, que intente definirlos. Luego evalie
cuanto ha significado esta falta de definicién formal en su entrenamiento.

1.2. Concepto de carga eléctrica.

La carga eléctrica admite una definicion intuitiva, basada en una serie de propie-
dades simples observadas experimentalmente. Estas propiedades sélo sugieren una
idea difusa sobre la naturaleza de la carga, pero aportan un instrumento concreto y
operable sobre el que pudo edificarse la teoria electromagnética macroscépica. Las
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propiedades observadas mas importantes son las siguientes:

a) La carga eléctrica se encuentra en la naturaleza inseparablemente vinculada
a un portador material (con masa y volumen no nulos).

b) Si un objeto material no posee carga eléctrica, no podré esperarse de él ninguna
interaccién eléctrical.

c) Las cargas eléctricas interactian entre si manifestdndose mediante efectos
dindmicos (Atracciones y repulsiones) que permiten distinguir dos clases de carga.
Por la manera en que la carga se inserta en el aparato matematico se las distingue
con signos + y -, pero la asignacion es convencional. Esto significa que los fendmenos
que describe la teoria seran idénticos si se permuta la convencién de signos.

d) Es posible comparar las cargas eléctricas estableciendo relaciones de orden
y equivalencia?, con lo que se concluye que es una magnitud medible y por tanto,
operativamente apta para la teoria electromagnética. Sélo falta definir una unidad
para darle entidad a la carga eléctrica. En el sistema internacional (SI) se adopta
como unidad el “Coulonb.® “Coulombio”, simbolizado por “C”. Su insercién en el
cuadro de las unidades SI se tratard més adelante.

1.3. Enfoques microscépico y macroscopico.

La carga eléctrica fue introducida en la teoria como una propiedad macroscopica
continua que podia ser adquirida por la materia. En tal sentido, las primeras ideas
sugerian que la materia era eléctricamente neutra, pudiendo activarse su participa-
cién en fendmenos eléctricos mediante la adquisicion de carga. Sin embargo, desde un
principio existian evidencias acerca de la intima vinculacién entre la carga eléctrica
y la materia. Un fenémeno muy conocido que permitia especular sobre esto, es aquel
en que dos cuerpos se cargan por frotamiento. Uno adquiere carga positiva y el otro
negativa. Pero, jde dénde sale la carga? lo que se especuld rapidamente fue que los
cuerpos posefan cargas compensadas (es decir, tanta carga positiva como negativa),
y que el frotamiento, o mas precisamente el contacto, eran puentes de transferencia
de la carga entre los cuerpos.

A partir del dltimo cuarto del siglo XIX, el conocimiento acerca de la intimidad
de la materia ha crecido vertiginosamente. Los modelos y experimentos que fueron

!'No obstante, la experiencia indica que ningin cuerpo macroscépico resulta completamente
insensible a los efectos eléctricos. Esto sugiere el intimo arraigo de la carga en la materia, ain en
los objetos aparentemente neutros.

2En lo que respecta a magnitudes fisicas, relaciones de orden y equivalencia existen cuando
ciertos instrumentos permiten comparar dicha magnitud entre dos cuerpos (a y b). La relacién de
orden surge cuando puede establecerse que la magnitud observada en a es mayor que la observada
en b o viceversa. La relacion de equivalencia se tiene cuando el instrumento permite determinar que
las magnitudes observadas en ambos cuerpos son iguales. Como ejemplo, si la magnitud observada
es la masa, el instrumento adecuado es la balanza de platillo.
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perfeccionandose desde entonces, nos dan una idea muy precisa sobre la conexién
entre carga eléctrica y materia. Hoy reconocemos que las particulas que poseen carga
eléctrica son los protones y los electrones. Ellos tienen cargas positivas y negativas
respectivamente, cuyo valor absoluto es

e = 1,62x 107" C (1.1)

A esta magnitud se la conoce como carga elemental, y actualmente sabemos que la
carga adquirida por un cuerpo macroscopico serd siempre un multiplo de la carga
elemental. En este sentido, decimos que la carga es una magnitud “cuantizada”, en
contraposicién con el caracter continuo que se le atribuyo originalmente. Sin embar-
go, la pequenez de la magnitud e hace que la mayoria de los fenémenos macroscépicos
sean insensibles a tal cuantizacién.

Ahora nos referimos brevemente a los electrones y protones. Es importante obser-
var que, a diferencia de los cuerpos macroscopicos, los electrones y protones poseen
cargas inalterables. Esto significa que la carga de estas particulas es una propiedad
intrinseca de la particula. Ni los electrones ni los protones pueden ceder o adqui-
rir carga eléctrica®. Como la materia esta formada por estructuras compuestas por
electrones y protones (4tomos, moléculas, iones, etc), debemos entender que en ellos
yace la carga eléctrica, y que la misma se encuentra localmente compensada. Cual-
quier proceso de transferencia de carga es entonces, una transferencia de particulas
cargadas.

1.4. Electrostatica y soportes mecanicos.

La electrostatica describe los fenémenos que tienen lugar en sistemas donde dis-
tribuciones de carga eléctrica mantienen su localizacion invariante en el tiempo. En
otras palabras, los cuerpos cargados deben permanecer en reposo. Aun mas, cada
porciéon de carga debe permanecer en reposo dentro del cuerpo cargado. Aqui se
pone de manifiesto la necesidad de un “soporte mecanico” que permita el equilibrio
estable de los cuerpos en los que reside la carga, a la vez que impida la migracién
de carga dentro de cada cuerpo.

Las interacciones entre cuerpos cargados se manifiestan mediante fuerzas, que
debido a su naturaleza se las denomina “fuerzas eléctricas”. Si un cuerpo cargado en
reposo estuviera afectado exclusivamente por una fuerza eléctrica no nula, el mismo
iniciaria un movimiento. Entonces ya no cumpliria con la condicion electrostatica.
Es por esto que la estabilidad de un cuerpo cargado requiere un soporte mecanico

3Ciertos fenémenos cudnticos que involucran la creacién o aniquilacién de particulas deben
considerarse como una excepcién . Pero su tratamiento es “no clasico”, por lo que no lo abordaremos
en este curso.
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que responda bloqueando la posibilidad de movimiento. Resulta mucho mas delicado
aun, bloquear las migraciones de carga “dentro’del cuerpo. Esto no es posible en
general, aunque bajo ciertas condiciones las distribuciones de carga se estabilizan .
Lo que ocurre dentro de los cuerpos (con carga neta o no), es una “redistribucién”de
la carga que, en ciertos casos, alcanza el equilibrio estable. Durante el proceso en
que la carga busca tal estado de equililibrio, decimos que el sistema se encuentra
en un régimen transitorio, durante el cual existen desplazamientos de cargas a los
que en el futuro identificaremos como “corrientes eéctricas”. Una vez finalizado tal
proceso, la carga alcanzara el equilibrio, quedando en condiciones electrostaticas.

Resumamos todo esto en un lenguaje algo més técnico. La condicién electrostati-
ca se alcanza cuando el sistema de cuerpos cargados esta bloqueado por una estruc-
tura resistente, y cada cuerpo ha concluido su “relajacién interna”hasta alcanzar el
equilibrio estable compatible con sus “ligaduras”.

1.5. Particulas puntuales cargadas.

Muchos fenémenos fisicos admiten ser tratados mediante el modelo de particula.
Por ejemplo, la érbita de la tierra alrededor del sol, analizada desde la teoria de
gravitaciéon universal, puede determinarse con excelente calidad suponiendo que la
tierra es una particula. En tal caso, suponemos que la masa de la tierra estd con-
centrada en un objeto “puntual”. Este tipo de modelado puede hacerse cada vez
que las dimensiones lineales del cuerpo resulten muy pequenas comparadas con las
distancias involucradas en el fendmeno analizado®.

El mismo criterio puede utilizarse en electrostatica. Cuando la carga eléctrica
reside sobre un cuerpo cuyas dimensiones son muy pequenas comparadas con las
distancias de interaccion, podemos modelar al cuerpo como una particula puntual.
Es habitual la denominacion “carga puntual”para referirse al caso en que la carga
eléctrica reside sobre un cuerpo puntual. Es importante remarcar que las cargas
puntuales sélo existen en los modelos; nunca en la realidad.

1.6. Densidades de carga.

Segin hemos visto la carga eléctrica siempre reside sobre un cuerpo material.
Bajo condiciones especiales, tales cuerpos pueden representarse con el modelo de

4En el ejemplo consignado observamos que el radio terrestre es aproximadamente 6400 km,
mientras que la distancia media tierra-sol es 150,000,000 km.
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particula (seccién 1.5). Pero en general la carga se distribuird en el volumen del
cuerpo de maneras diversas. Entonces nos encontramos frente a la necesidad de
describir qué fraccién de la carga se encuentra en cada fraccién del volumen del
cuerpo. Para ello introducimos el concepto de densidad volumétrica de carga p(r).

Comencemos por considerar un cuerpo sobre el que reside una distribucion de
cargas. Imaginemos ahora un mallado tridimensional que subdivide al cuerpo en
pequenisimos volumenes cibicos. Entonces, si la carga esta distribuida de alguna
forma sobre el cuerpo, podemos pensar que en cada cubito reside una pequena
fraccién de la carga. Sea r’ el vector que identifica el centro de uno de dichos cubitos.
Entonces decimos que la densidad volumétrica de carga p(13 ) es, en sentido intuitivo,
el cociente entre la carga Agq residente en el cubito centrado en 7 y el volumen Av
de dicho cubito.

o) = 32 (1.2

Una definicién rigurosa requiere un paso al limite en que los cubitos sean infinitesi-
malmente pequenos. Esto es

do g

plr') = =~ = [lim = (1.3)

Esta definicion es aplicable a todos los casos reales, y su valor sera un escalar que,
aunque probablemente muy grande, siempre sera finito. Sin embargo, en el mundo
de los modelos puede a veces resultar infinito. Un ejemplo de tal situacion se da
para las cargas puntuales. En efecto, la carga toma un valor finito y reside en un
soporte de volumen nulo, por lo que la densidad es infinita. Una situaciéon analoga
se da cuando el soporte de la carga se modela como una curva o como una superficie
(objetos geométricos de volumen nulo). En estos tltimos casos pueden definirse la
densidad lineal de carga )\(7‘7 ) v la densidad superficial de carga 0’(7:; ) dadas por

i dgq Aq
/ _ _ Z.
A(ry) = o = Al%mo NI (1.4)
- dq ., Agq
/ — —_
o(rl) = T = Al}smo ; (1.5)

donde 7:1; y Al representan la posicién y tamafio del elemento de curva donde reside
la carga. De la misma manera 7"_’; y As representa la posicién y tamano de un ele-
mento de la superficie que contiene la carga. Aqui enfatizamos que tanto las cargas
puntuales como las densidades de carga lineales y superficiales sélo existen en los
modelos; nunca en la realidad fisica.
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1.7. Ley de Coulomb.

Considere dos particulas puntuales (en adelante 1 y 2), rigidamente emplazadas
en las posiciones 71 y 73, que poseen cargas eléctricas ()1 y Q2 respectivamente.
Entonces, la particula 1 ejerce una fuerza eléctrica Fy; sobre la particula 2 cuyo

FIGURA 1 &
1
Q2
- \F 21
T2

modulo resulta directamente proporcional al producto de las cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre las particulas. La direccién de la fuerza
coincide con la recta que pasa por ambas particulas y el sentido sera atractivo si las
cargas son de distinto signo y repulsivo si son del mismo signo. En forma simbdlica
tenemos

Q2 13—

By =k 1.6
2 |75 — 71|? |73 — 71 (1.6)
donde la constante k vale:
N 2
k=9 x 10° C”; (1.7)

Expresion de bolsillo: Algunas veces conviene recordar una expresion mas
compacta para la ley de Coulonb que se construye a partir de un vector us; definidido
por

Uy =15 — 11 (1.8)
de donde resulta que
up = |1y — 71| Yy Uy = 2:2 (1.9)
Entonces la forma compacta es
Q2 .

Fy =k 52 iy (1.10)
U321
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1.8. Principio de superposicion.

La ley de Coulomb describe la interaccién electrostatica entre dos particulas
cargadas. Ahora cabe preguntarse ;jcémo serd la interaccion cuando participan mas
de dos particulas? La respuesta proviene de la experiencia y recibe el nombre de
principio de superposicion. El mismo puede enunciarse como sigue:

Consideremos N particulas rigidamente emplazadas en posiciones 77, ..., Ty, con
cargas respectivas ()1, ..., Qn. FEntonces, la fuerza ejercida sobre la particula N —

FIGURA 2 Q,

esima por las N — 1 restantes, es la suma vectorial de las fuerzas que cada una de
las particulas restantes ejerce sobre N — estma. Esto es

N-1 N-1 - .
Fan = Y Fni = k HQlQJX S (1.11)
i=1 il Nl (Y]

Donde F rN representa la fuerza resultante sobre la N — esima particula.

Tal vez algun lector pueda pensar que este principio es trivial. Si éste fuera el
caso, invitamos al lector a que reflexione sobre otros hechos naturales en los que
seguramente no esperaria que la respuesta fuera una simple suma. Por ejemplo si en
un dia cuya temperatura es de 25°C' uno admite una sensacion térmica confortable,
seguramente no creerd que en un dia de 50°C' la sensacién térmica serda doblemente
confortable. En otras palabras (algo menos elocuentes), decimos que la naturaleza
no responde necesariamente en forma lineal. En tal sentido, el principio de superpo-
sicion es un obsequio muy apreciable de la naturaleza, especialmente para los que
intentamos comprender y describir sus fenémenos desde modestos modelos 16gicos.

La ley de Coulomb y el principio de superposicién constituyen la base formal de
la electrostatica. Esto signfica que los hechos que ocurren en el marco electrostati-
co pueden ser descriptos a partir de estas leyes. Naturalmente, ciertos fenémenos
pueden visualizarse mejor mediante leyes mas apropiadas. Sin embargo, tales leyes
deben poder deducirse desde la base formal propuesta.
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1.9. Ejemplo.

Para ilustrar la forma de operar con vectores, consideremos cuatro particulas con
igual carga (), situadas en los vértices de un tetraedro regular de lado a..Comencemos
por elegir el origen de coordenadas en el centro de una cara. El eje x paralelo a uno
de los lados de esa cara y eje z pasando por la particula situada en el vértice opuesto
a la cara que contiene al origen. Entonces, las posiciones de las particulas seran

fi= (-3.-5% 0)
o= (2, -2 0
’ 27 2 (1.12)

o= (0, %, 0)

7?4 = (0,0, \/ga)

Nos proponemos encontrar la fuerza F'ry resultante sobre la particula 4, debida a la
interaccién con las otras tres particulas. Formalmente sera

5 kQQ4  Ti—1 kQaQy  Ta— T kQsQq Ty — T3

F - . - — — - - —
T N N L AR e

ﬂ1.13)

Los vectores diferencia involucrados en la expresion de la fuerza son

S o 2

= (i) a-a] =

i = (—%.5% . \/2a) | 7i—72| = a (1.14)
|F4—F3| = a

T4 —1T2
| 7a—72 |
T4—T3

=1 (0’_ﬁ’ §)

TA—T _ 1 1 2
2 = (35 Vi
_ , (1.15)

Como todas las cargas son iguales, y las distancias involucradas también, tenemos
que

~ kQ? 1 1 2 —1 1 2 -1
(T NCES R

Sumando componente a componente tenemos

. kQ? 2

[GVRIN
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Con lo que obtenemos el vector buscado
FR4:<0,0,\/6€> (1.18)
a

En este ejemplo, puede ocurrir que algiin estudiante considere que el procedimiento
es “algo”tedioso. La idea es que no se desanime, porque muchas veces ocurre que
ciertas propiedades geométricas y/o fisicas, permiten atajos que facilitan la resolu-
cién. Asi fue pensado este ejemplo, para que pueda resoverse mediante estrategias
alternativas. En este curso, alentaremos siempre al estudiante a que desarrolle tales
alternativas de resolucién. La clave estd en que siempre podemos apartarnos de la
“formalidad”, pero sin perder de vista la “rigurosidad conceptual”.

1.10. Nota sobre particulas cargadas en movimien-
to.

Segin hemos discutido, la electrostatica funciona siempre que las particulas car-
gadas se encuentren en reposo. Veremos mas adelante que cuando las particulas
cargadas se mueven, aparecen las interacciones magnéticas. Sin embargo, muchos
fenémenos que involucran movimiento de cargas, pueden ser tratados mediante las
herramientas de la electrostatica. Todo es cuestiéon de mantenerse dentro del limite
de bajas velocidades.

Desarrollemos un ejemplo. Una particula con carga () se encuentra firmemente
anclada, mientras que otra particula de carga ¢ y masa m se abandona a una distan-
cia ro de la primera. Nos proponemos calcular la velocidad de la segunda particula
como funcién de la distancia a la primera. Para ello, elegimos el origen de coorde-
nadas en el sitio donde se encuentra la particula fija. Dado que el movimiento se
inicia desde el reposo, la trayectoria serd necesariamente recta (;...7). Entonces el
problema puede tratarse en una dimensiéon. De la segunda ley de Newton tenemos

-k dv dv,
F:gqF:mJ:md:::mCZf? (1.19)
que se convierte en la ecuacién escalar siguiente
kQq dv, dv, dr dv,
—- = - = . 1.20
2 e T A ae T " (1.20)

Esta es una ecuacién diferencial de facil resolucién

kQq d—z = muv, dv, (1.21)
r
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Integramos ambos miembros reconociendo que la posicion inicial es ry v la velocidad
inicial es nula.

rodr’ vr
kQq /T0 == m/O vl dv, (1.22)
De donde resulta que
1 1 v?
k < — > = - 1.23
Qa7 m (1.23)
Finalmente tenemos
2k —
2 (r) = Q=) (1.24)
mror

Observe que en este andlisis se ha perdido informacién sobre el signo de la compo-
nente de velocidad v,.. Como el primer miembro es definido positivo, los signos de @,
qy r—ro deben ser tales que su producto resulte positivo. Esto condiciona el sentido
de la velicidad, por lo que el vector velocidad debe escribirse cuidadosamente.

2kQq (r — o) #

mror

U(r) = v.(r) ¥ = signo(r —rg) \/ (1.25)



Capitulo 2

Campo electrostatico

2.1. Carga de prueba.

Para desarrollar esta idea, comenzamos por considerar una distribucién de carga
en equilibrio sobre sus portadores macroscépicos. Esto implica que sobre cada ele-
mento de carga, la fuerza neta es nula. Reflexionemos brevemente sobre esta idea.
En ciertos casos, podriamos pensar que las cargas estan rigidamente emplazadas en
sus posiciones mediante vinculos muy resistentes (imaginemos particulas sostenidas
por una estructura mecdnica rigida). Pero otras veces, las cargas pueden estar en
reposo pero no bloqueadas; es decir que se mantienen en equilibrio estable entre sus
propias interacciones y las que experimentan con el soporte mecénico (que no las
inmoviliza a priori).

Ahora supongamos que un pequeno objeto cargado se acerca al sistema. La nueva
interacciéon tiene dos consecuencias:

a) Sobre el nuevo objeto aparece una fuerza electrostatica debida al sistema de
cargas preexistente. Por tanto, para que el objeto se mantenga en el lugar, necesita
que un agente externo lo sostenga.

b) Sobre el sistema preexistente apareceran fuerzas debidas al nuevo objeto, que
alteraran el equilibrio original. Si la carga del sistema posee ligaduras no rigidas,
habra un reordenamiento de cargas tendiente a restablecer el equilibrio electrostati-
co.

Un efecto muy buscado en el basto universo de las técnicas de medicién, consiste
en “observar algo sin que el sistema a estudiar se de cuenta”. En lo que respecta
a nuestro analisis, podriamos decir que nos interesa observar “alguna fuerza’sobre
el objeto con la espectativa que el sistema original experimente la menor alteracién

11
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posible. Naturalmente, esto ocurre cuando la carga del objeto es lo mas pequena
posible. Por supuesto que el limite de qué tan pequena puede ser la carga, lo impone
la sensibilidad del instrumento que mide la fuerza sobre ella. Si un objeto pequeno
dotado de carga eléctrica es apto para tal propdsito, decimos que el mismo es un
“objeto de prueba”, o mas usualmente llamado “carga de prueba”.

2.2. Concepto de Campo electrostatico.

Con la ayuda de una carga de prueba, podemos explorar el espacio circundante
de cierta distribucion de carga estatica. Entonces observaremos que sobre la carga de
prueba apareceran fuerzas distintas segin cambie su posicion. Una mirada posible
sobre esto, consiste en interpretar que el “espacio” posee una propiedad conferida por
la distribucién de cargas, la cual se manifiesta actuando sobre la carga de prueba,
dando lugar a la fuerza que actua sobre ella. A esta propiedad del espacio se la llama
“campo electrostatico”, y se dice que las cargas que lo originan son sus “fuentes”.
Para independizar la propiedad de la carga de prueba que la detecta, definimos el
campo electrostatico E (7) en el punto 7, como el cociente entre la fuerza electrostéti-
ca F que actia sobre la particula de prueba y su propia carga, cuando la misma se
sitia en el punto 7. Esto es

(2.1)

(™)

Ahora bien, de acuerdo con la forma en que funcionan las cargas de prueba, es
esperable que influyan indirectamente sobre el campo electrostatico. Esto es, la
carga de prueba alterara la distribucién de cargas que da origen al campo. Entonces
el campo medido de esta manera sera siempre un campo alterado por la medicion.
Pero ;serd posible obtener el campo producido por la distribucién de carga, libre
de perturbaciones? Al menos, desde el punto de visto tedrico, podemos definirlo.
Imaginemos una secuencia de mediciones reemplazando en un mismo punto cargas
de prueba cada vez mas pequenas. En el limite en que el valor de la carga de prueba
tiende a cero, el sistema de cargas vuelve a su equilibrio original. Entonces una
definicion adecuada para el campo electrostatico producido por la distribucion no
perturbada sera

F
lim —
—0 ¢

E(7) = (2.2)

(7)

Volvamos ahora a la idea de que el campo electrostatico es una propiedad del
espacio. {Como podriamos imaginarnos esto? En realidad, nosotros estamos fami-
liarizados con propiedades de este tipo. A veces estamos tan familiarizados que ni
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siquiera nos damos cuenta. Tal es el caso de lo propiedad gravitatoria que “tiene.c!
espacio en que vivimos (a la que cabe denominar campo gravitatorio). Podriamos
decir que esta propiedad es la que nos mantiene pegados al piso, la que hace que
los liquidos tengan una superficie horizontal y que cualquier objeto abandonado sin
soporte mécanico se caiga. En cierto sentido, podriamos decir que el espacio esta
afectado por una “propiedad acechante”que afecta a todo objeto material que se
encuentre bajo su influencia. Por otra parte, el campo gravitatorio debe ser repre-
sentado mediante vectores, dado que sus efectos (fuerzas ejercidas sobre los objetos
materiales) poseen direccién y sentido.

El campo electrostatico admite una representacion analoga ,donde el efecto se
observa sobre los objetos que poseen carga eléctrica. Aqui nuevamente el espacio
puede imaginarse como erizado de de vectores al acecho!, que esperan un objeto
cargado para ejercer su influencia.

2.3. Lineas de campo.

Consideremos un campo vectorial genérico fY(F) que se extiende sobre cierta
region del espacio. Definimos una linea de campo como la curva que resulta tangente
al vector campo fT(F) en toda su extension. Estas curvas responden al sistema de
ecuaciones diferenciales siguiente

v dy _ dz (2.3)

Las lineas de campo cumplen en general las siguientes propiedades:

a)En cada punto del espacio en que el vector campo es no nulo, pasa una y sélo
una linea de campo.De esto puede concluirse que las lineas de campo no se cortan
ni se bifurcan, con la posible excepcién de los puntos en que el campo es nulo.

b)En cualquier regién volumétrica del espacio en la que el campo es no nulo, la
cantidad de lineas de campo que atraviezan la regién es infinita.

En particular, cuando consideramos el campo electrostatico, pueden definirse las
lineas de campo electrostatico como

e _dy _ dz
E, E, E.

(2.4)

IEsta frase poco formal, aunque altamente elocuente la tome prestada del Dr. Alsina Fuentes
en su obra “El mundo de la mécanica”.
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que, por supuesto cumplen con las propiedades generales anteriores.Las ecuaciones
diferenciales que definen la curva, resultan en general inabordables en forma analiti-
ca. Por tal razon suelen ser determinadas en forma numérica

2.4. Campo electrostatico de una carga puntual.

La ley de Coulomb provee todo lo necesario para derivar el campo electrostatico
producido por una carga puntual. Supongamos que cierta particula de carga () se
encuentra rigidamente anclada en la posicion 7 , v una particula de prueba con carga
g se situa en la posicion 7 donde se quiere determinar el campo. Entonces la fuerza
F que actia sobre la particula de prueba sera

=l

Qq

‘F—r’

F=k (2.5)

RN

|

=1

Observando la definicién (2.2), concluimos que el campo electrostatico producido
por la carga puntual @) es

=

_ k
B = 9

‘F—r’

= T

(2.6)

=

El estudiante podra objetar que no se ha tratado cuidadosamente el limite que apa-

NE @

=

rece en la definicién (2.2). Sin embargo, no hay problemas, dado que hemos tenido la
precaucion de considerar a la particula fuente del campo, “rigidamente.?nclada. Por
lo tanto, cualquiera sea el tamano de la carga de prueba ¢, no alterara la localizacion
de la fuente.

Ahora damos un poco de terminologia. Como ya adelantamos, a las cargas que
originan el campo se las llama “fuentes”. Pero dado que la carga eléctrica es una
magnitud escalar, también se la suele referir como “fuentes escalares”. Ademas, a
las posiciones 7 y 7 se las llama “punto fuenter “punto camporespectivamente. Esta
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terminologia no es, en principio, tan habitual, pero conviene ir acostumbrandose a
ella.

El principio de superposicién aporta la manera de extender el resultado (2.6) para
el caso de un sistema de particulas cargadas. El campo electrostatico E (7) en un
punto 7 sera simplemente la suma vectorial de las contribuciones de cada particula.
Sean (Q1,Qs, ..., Qn las cargas de N particulas situadas en posiciones P T
respectivamente. Entonces

: (2.7)

2.5. Campo electrostatico de distribuciones de car-
ga continuas.

La ley de Coulomb y el principio de superposicién también conducen a una
expresiéon muy compacta para calcular campos electrostaticos producidos por dis-
tribuciones continuas de carga. Consideremos un sustrato material cuyos puntos
forman el dominio D. Supongamos que en cada fraccion elemental de dicho dominio
reside una carga eléctrica d() cuya localizacién se representa por 7 (punto fuente).
Entonces el campo electrostatico E en una posicién 7 (punto campo) serd

By -k [ 90 _T=r (2.8)

D |7 — 7|2 |7 — 1]

Aqui es posible introducir una versién mas compacta de la integral, usando las
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definiciones siguientes

=
i =7r—r u:’F—r’ W= 7:, (2.9)
”F—T’
Entonces
EX)y=k| — u 2.10
(7) 2t (2.10)

El dominio D puede ser una curva, una superficie o un volumen. Observe que depen-
diendo de los casos, dq debe reemplazarse en funcion de la densidad correspondiente.
Esto es:

I) Si D es una curva, dg = Adl, donde A es una densidad lineal de carga.

IT) Si D es una superficie, dg = ods, donde o es una densidad superficial de
carga.

IIT) Si D es un volumen, dg = pdv, donde p es una densidad volumétrica de
carga.

2.6. Ejemplo 1: Campo electrostatico de un dipo-
lo.

Un dipolo eléctrico admite ser modelado como dos particulas puntuales con car-
gas de igual valor absoluto y distinto signo, emplazadas rigidamente de modo que
la distancia entre ellas se mantenga fija. Eligiendo un sistema de coordenadas ade-
cuado,supongamos que las cargas son —() y () y sus posiciones respectivas son
(0,0,—a/2) y (0,0,a/2). Entonces, el campo electrostatico E(7) puede calcularse
por superposicion de las contribuciones de ambas cargas.

. k(—Q) (a:,y,z—l—%) N kQ(m,y,z—%)

E(r) = {x2+y2+(2+§)2]3/2 [x2+y2+ (z—§>2]

7 (2.11)
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Con esto el problema puede considerarse formalmente resuelto.

Sin embargo, resulta de interés analizar el campo detectado por un observador lejano.
Para el modo en que fue planteado el problema, la condicién resulta

=— <<1 2.12

Vaz 4+ y? + 22 (2:12)
Comencemos por desarrollar la expresién exacta del campo para reconocer términos des-
preciables.

E(F) _ k’Q [(x, Y, Z) + (O, 0, %)] + kQ [(I, Y, Z) + (07 0’ _%)] (213)

[w2+y2+22+az+%}3/2 [x2+y2+22—az+‘1—2}3/2

a a
a<<r — —
r

Ahora procedemos a eliminar los términos extremadamente pequenos de los denominado-
res.

CEQ[F+(0,0,5)] | kQ[F+(0,0,—%)]
[r2 + az]®/? 3/2

E(F) =

2.14
[r2 — az] (2.14)

La siguiente operacion pone los denominadores en formas adecuadas para realizar aproxi-
maciones.

B kQ [+ (0,0, kQ [7+ (0,0, —2
E(F) — Q [7" + ( 3/22)] Q [T + ( 3/22)}
r3 [1+;‘f—§} rd [1—%}

Las dos expresiones que siguen muestran aproximaciones usuales, que corresponden a
desarrollos en series de Taylor cortados a primer orden.

= kQ J[7+(0,0,9)]  [F+(0,0,—9)]
() = -3 { ] =) } (2.16)

B = —i—? HFJF (0,0,3)} [1—%} - [F— (0,0,3)} [1+2’i§” (2.17)

Por simple aplicacion de la propiedad distributiva, observamos que sobreviven los siguien-

tes términos
R k 3
By = k9 {2 (0,0, a) St F} (2.18)

(2.15)

2 272
3az

E(F) = ——< {(0,0,a) - TQF} (2.19)
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Aqui introducimos un vector ' llamado momento dipolar eléctrico de la distribucién. Para
un dipolo,p’ es un vector de médulo Qa, direccién segin la recta que une las cargas y
sentido desde la carga negativa hacia la positiva. En nuesto caso toma la forma

P =1(0,0,Qa) (2.20)

Reemplazando en la expresién del campo tenemos

B = —r% (7 — 3pcos(0) i} (2.21)

o en una forma mé&s compacta

Bw) = & a@n ¢ - ) (222)

2.7. Ejemplo 2: Campo electrostatico sobre el eje
de un anillo uniformemente cargado.

Consideremos un anillo de radio R que posee una carga total ) uniformemen-
te distribuida. Elegimos el origen de coordenadas en el centro del anillo, y el eje
z coincidente con su eje de simetria. Nuestro objetivo es encontrar el campo elec-
trostatico E en un punto de dicho eje, cuya posicién serd 7 = (0,0, z). La simetria
azimutal del sistema de cargas nos permite inferir que las componentes del campo
perpendiculares al eje z son nulas. Entonces

E, =0 E, =0 E = E.(2) (2.23)

El campo electrostatico se obtiene de resolver la integral tridimensional siguiente

= kdq 17—
B = [ =
g |

’F—r’ r—

(2.24)

T

donde los vectores 7y r’ escritos en componentes cartesianas y coordenadas cilindri-
cas son

—

F=(0,02) 7= (R cos(d), R sin(@),0) (2:25)

Operando con los vectores tenemos que

—
/

=7

= (=R cos(¢'),—R sin(¢), 2) ’7?_ r
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con lo que la integral toma la forma

- k (—R cos(¢'),—R sin(¢'), z) dgq
ey = [ K R o), =R sin(e). ) .
D (R? + 22)
Como so6lo necesitamos calcular la componente F,, tenemos
kz dq
E.(2) = / S B, (2.28)
D (R? + 2?%)

Observando que la integral opera sobre el dominio de las variables primadas, tenemos
que z es una constante para esta integracion. Entonces

kz
E.(2) - /D dg (2.29)

La integral simboliza la carga total alojada en el anillo. Entonces

kQz

E.(z) = W

(2.30)

O vectorialmente

- kQz
PO =y

¢

(2.31)

2.8. Ejemplo 3: Extension al caso de un disco uni-
formemente cargado.

Consideremos un disco de radio R que posee una carga total ) uniformemente
distribuida. Utilizando el mismo escenario geométrico que en el ejemplo anterior,
queremos calcular el campo electrostatico en un punto del eje de simetria, situado
a una distancia z del centro. Una estrategia de célculo, consiste en pensar al disco
como una coleccién de “coronas circulares infinitesimales”, cada una de las cuales
se desarrolla entre los radios r y 7 + dr (con 0 < r < R). Observe que cada corona
infinitesimal tiene el mismo aspecto que un anillo, por lo que podemos aprovechar
el resultado (2.31) obtenido en la seccién 2.7. El unico cuidado consiste en escribir
correctamente la expresion, teniendo en cuenta su cardcter diferencial (en ambos
miembros), y el radio correcto. Esto es

kzdQ

3/2

dE.(0,0,2) = ————
(r2 4 22)

(2.32)
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donde d( es la carga residente el la corona, de dE, (0, 0, 2) es la contribucién al campo
en (0,0, z) debido a dicha corona. Para determinar d@ introducimos la densidad
superficial de carga o que, por hipdtesis, es uniforme. Entonces

)
T R2

Para tener en cuenta todas las contribuciones, integramos sobre todas las coronas.
Esto es

dQ = 2rwor dr (2.33)

E.(0,0,2) = = (2.34)

3/2

/R 2nkozr dr /R 2rdr
0 0 (r2+22)

(r2 4 22)3/ 2~
La integral ordinaria que queda se puede resolver mediante la sustitucion siguiente
u=r?+4 2 du = 2r dr (2.35)

Reemplazando en (2.34) tenemos

u us

E.(0,0,2) = mkoz / w3 du = rkoz {—Qu_lm]

w1 u1

(2.36)

Haciendo la sustitucién inversa (y un poco de dlgebra) tenemos el resultado que
buscamos. Aprovechamos la expresién para agregarle el caracter vectorial mediante
el versor k.

- 1 1 .
E(0,0,2) = —2nkoz — k 2.37
( ) [\/RQ—FZQ \/221 (2:37)
Una versién algo mas elocuente es
E(0,0,2) = 2rko |— © k (2.38)
2) = 2rko — )
Y V22 VR? + 22

Tal vez el estudiante puede verse tentado a simplificar la raiz con el cuadrado, en el
primer término del corchete. No olvide que debe tratar esta simplificacién como un
maédulo. Ahora operamos un poco més

- z 1 v
B(0,0,2) = 27ko— |1 — —| K (2.39)
2| [ 1+ &

Una forma compacta de escribir la iltima espresion, puede obtenerse introduciendo
la funcién signo, dada por

sgn(z) = { -1 si 0<zl s 2<0 (2.40)
Entonces
— 1 v
E£(0,0,2) = 27ko sgn(z) |1 — ———| k (2.41)
1+ &
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Esta expresion es exacta y vélida sobre todo el eje z, (tanto en valores positivos
como negativos).

Una conducta muy apreciada en el tratamiento matematico de un modelo fisico, con-
siste en desarrollar algiin criterio de control sobre los resultados obtenidos. En el caso
del campo electrostatico, siempre que las distribuciones de carga no sean infinitamente
extendidas, podemos controlar que desde muy lejos parezcan fuentes puntuales. Veamos
como se hace esto. Estar muy lejos sugiere que z >> R, o bien

R << 1 (2.42)
z

En este caso conviene usar una aproximacién sencilla (aunque no trivial), que proviene de
desarrollos en serie de Taylor. Si a << 1, entonces se cumple que?

1 1 1

La aproximacién puede usarse en el resultado (2.41), cuando analizamos el caso en que se
cumple la condicién (2.42). Entonces

_, R?| . R? .
E(0,0,2) = 2wko sgn(z) [1 -1+ 2.2 k = 2rko sgn(z) 2.2 k (2.44)
que con un reordenamiento sencillo se convierte en
- sgn(z) v kQ sgn(z) «
E(0,0,2) = k (7R k=2 "k 2.45
(0,0, 2) (7r 0’) 2 2 ( )

Esta expresion es exactamente el campo electrostatico producido por una carga puntual
situada en el origen, vista por un observador situado en el eje z. Este resultado constituye
una “contrastacién”de la expresién (2.41). Es imprescindible que esto funcione, aunque
no constituye una “garantia de confiabilidad del resultado”. ;Pero entonces pera que lo
hacemos? Simplemente porque si no hubiera dado correctamente, habria permitido la
deteccién de un error en (2.41).

2.9. Ejemplo 4: Extension al caso de un plano uni-
formemente cargado.

Si ahora queremos abordar el problema de un plano infinito uniformemente car-
gado con densidad superficial o, podemos pensarlo simplemente como un disco de

2Si el lector no estuviera familiarizado con estas aproximaciones, sugerimos que al menos las
compruebe en su calculadora, haciendo por ejemplo a = 0,001.
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radio infinito. El resultado puede obtenerse haciendo el limite para R tendiendo a
infinito en la expresién (2.41). Esto es

1
J1+ &

Recordando que la constante k puede escribirse en funcion de €, tenemos

—

E0,0,z) = P}im 2rko sgn(z) [1 — k = 2nko sgn(z) k  (2.46)

£(0,0,z) = "3567”;(””) 2 (2.47)
O en una forma alternativa
= — ok st z2<0
E£(0,0,2) = 260, 2.48
( ?) { ﬁ k st z>0 ( )

Este resultado tiene una nota interesante. Observe el lector que el campo electrostati-
co calculado vale para el “eje de simetria”, pensando al plano como un gran disco.
Sin embargo el plano tiene una simetria mayor que el disco, por lo que pierde sentido
pensar en un unico eje de simetria. En tal caso podriamos decir que cualquier recta
perpendicular al plano es un eje de simetria, y por tanto el resultado (??) es vélido
en todas partes. Asi tenemos que

- Ay st z2<0
E(x,y,2) = Zeoy . (2.49)
{ %ee k st z>0

2.10. Ejemplo 4: Campo electrostatico de un hilo
uniformemente cargado.

Consideremos un hilo recto de longitud [, sobre el cual reside una carga eléctrica
() uniformemente distribuida. Nos proponemos determinar el campo electrostatico
E(F) en todas partes. Comencemos por reconocer que la simetria azimutal de la
distribucién de carga sugiere el uso de coordenadas cilindricas p, ¢, z. Analizando
dicha simetria, concluimos que las componentes del campo deben ser de la forma

E, = Efp2) E,=0 E. = E(p>) (2.50)

Observando que la carga se encuentra sobre un soporte lineal, el calculo de las
componentes del campo puede hacerse mediante la integral siguiente

kxdl  m—1'
.

|

E(7) = (2.51)

—

- - !
C‘r—r’ r
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donde

A= Cf y dl=d (2.52)

mientras que los vectores 7 y r’ en componentes cartesianas expresadas en coorde-
nadas cilindricas son

F=(p cos(e),p sin(9),z) 1 = (0,0.) (2.53)

Operando con los vectores tenemos que

-
/

Ferl = (p cos(9).p sin(@).z—2) |77

Entonces la integral toma la forma

@ kX (p cos(@), p sin(¢),z — 2') dz’
& P2+ (2= 2] Y

E(F) = (2.55)

donde z] y 24 son los limites de integracién sobre el pardametro 2/, que satisfacen
zh — z1 = [. Observe que la tltima expresion constituye una integral vectorial, que
puede descomponerse en tres integrales escalares, de las cuales sélo hay que resolver
dos. Ellas son

dz’'

2 Eplerz) = koo / > [+ (=2 -
b) E.(p,2) = kA / [p2(j(_z z_)zd;} - (2.57)

La resolucion de estas integrales nos permite alcanzar el objetivo planteado. Notese
que (2.56) y (2.57) son integrales ordinarias en el dominio unidimensional de la
variable 2/, a diferencia de (2.55) que simboliza una integral vectorial.

a) Para resolver la primera integral, comenzamos por reescribirla como sigue

kA [ &
Ep(p,z) = — ’ (2.58)

p Jz {1+(7)2}3/z

Luego proponemos la siguiente sustitucion trigonométrica

z—2 dz’ du

=t = 2.59
; glu)  — > T cos(w) (2.59)
con lo que la integral toma la forma
kX fue du
By(p,2) = —2 (2.60)

poJu [1+ tgz(u)]3/2 cos?(u)
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Utilizando identidades trigonométricas tenemos

sin?(u)  cos?(u) + sin®(u) 1
1+tg*(u) = 1 = = 2.61
i) * cos?(u) cos?(u) cos?(u) (2.61)
Reemplazando, podemos resolver la integral
kX [uz kA
E,(p,z) = —— cos(u) du = —— [sin(ug) — sin(uy)] (2.62)
P Jum P
Ahora recordamos una identidad trigonométrica no tan conocida
t
sin(u) = __tolw) (2.63)
1+ tg%(u)
Utilizandola tenemos
2=z R,
sin(u) = ——L—u = b (2.64)
z—z' 2 — 2
Vit (=) VPt (z—2)
con lo que el resultado final toma la forma
k,)\ _ ! _ /
Eyp.z) = "= R (2.65)
N

b) La integral(??) es mucho maés sencilla que la anterior. La transcribimos sim-
plemente para tenerla presente

2! — 2 d
E.(p,z) = kA //2 (2= 7) de - (2.66)
a2+ (- 2)Y
Para resolverla proponemos la sustitucion
u=pP+(z-2) - du = =2 (z —2') d? (2.67)
Entonces reemplazamos y resolvemos
kX _ _
Eip,z) = = Cudu = kA ug - (2.68)
ul
Luego, el resultado final es
1 1
E.(p,z) = kA — (2.69)
P+ (z— ) P2+ (2 — )
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Asi completamos la resolucion de las integrales. Las transcribimos reemplazando
la densidad en funcién de los datos @ y .

Bylp,2) = 52 | == - ==
' ) e ea) (2.70)
kQ 1 1

K, 2) =T 2 2
(p ) [\/pQ-i-(z—zé) \/,024-(2—21)

Pero atn sobrevive una dificultad. La primera de las integrales se indetermina para
p = 0. Para encontrar el limite, comenzamos por buscar una aproximaciéon para
pequenos valores de p. Para ello reescribimos F, en la forma siguiente

kQ sig(z — 2, sig (z — 24
Eﬂ(p7z> - 1 ( 2

(2.71)

ol 1+ 1+

Luego aproximamos las raices

E,(p,2) = kp? {sz'g(z—z;) [1_;(252&)2] — sig(z — 2b) [1_;<z—ng>2] (}.72)

con lo que operando obtenemos

By(p,2) — kQ { sig(z —z) —sig(z —z) _g [sig(z—zi) B sz’g(z—zé)](}jg)

: p (2 —21)" (2 — 2)°

Con este resultado estamos en condiciones de hacer el limite

0 stz <z
E,0,z) = h’n% E,(p,z) = { — 00 si 21 <z<2) (2.74)
p— :
0 st 2y <z

Para completar el andlisis, observemos el limite analogo para F,.

Ez(ov z) =

kQ [ ! (2.75)

1
VE=2)7 (=)

que puede reescribirse como

EZ(O,Z)szhl S ] (2.76)
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Capitulo 3

Ley de Gauss. Simetrias

3.1. Concepto de flujo de un campo vectorial.

El concepto de “flujo de un campo vectorial a través de una superficie” tiene una
definicion matematica estricta, pero la diversidad de ejemplos fisicos permite una
comprension intuitiva bastante accesible. Comencemos por definir rigurosamente.
En primer lugar, supongamos que un campo vectorial fT(F) existe en cierta regién
del espacio. Supongamos ademas que en dicha regién definimos una superficie simple
imaginaria!, y elegimos una de sus caras para caracterizar su orientacién. Luego nos
imaginamos un mallado que subdivida la superficie en fragmentos diferencialmente
pequenos. Sobre cada uno de ellos definimos un vector ds cuyo médulo coincide con
el drea del fragmento de superficie, su direccién es perpendicular al elemento (y por
tanto perpendicular a la superficie), y su sentido es saliente de la cara elegida cuando
se orientd la superficie. Entonces, el flujo ® ;¢ del campo vectorial ff(f') a través de
la superficie orientada S se define como

@A»S:/S/T-d} (3.1)

Recordando que una integral representa la suma de contribuciones diferenciales,
podemos interpretar la definicién como sigue. En el mallado de la superficie, nos
situamos sobre uno de los elementos, y sobre él identificamos los vectores A y ds.
Luego efectuamos el producto escalar A ds correspondiente al elemento elegido y

'Descartamos aqui superficies con propiedades topolégicas complejas, como aquellas que se
cortan a si mismas, o las que se cierran en forma extrana como las cintas de Moebius.

27
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el resultado (escalar) lo guardamos. Pasamos a otro elemento y repetimos el pro-
cedimiento. Asi sucesivamente hasta recorrer todos los elementos de la superficie.
Finalmente, sumamos todos estos resultados parciales para obtener el flujo.

Aqui conviene hacer hincapié en que el simbolo de integracion, a pesar de ser
graficamente analogo, no representa una integral ordinaria, sino una integral de
superficie. Este tipo de integrales requieren en general, técnicas especiales de reso-
lucion, que nosotros solo abordaremos en casos de extrema simplicidad.

3.2. Flujo del campo electrostatico.

En este curso, el concepto de flujo serd muy recurrente, debido a la diversidad de
campos vectoriales que se utililizan para la debida descripcién de la teoria electro-
magnética. Aqui va nuestro primer ejemplo. El flujo del campo electrostatico E (7)
a través de la superficie orientada S sera

@ES:/SE-JS (3.2)

Aqui conviene remarcar que el flujo de un campo vectorial requiere siempre una
doble especificacién.Uno debe consignar cudl es el campo vectorial (en este caso el
campo electrostatico E , vy sobre que superficie orientada S se lo calcula. De estas
especificaciones surge la notaciéon que proponemos, que para este caso se subindica
ES.

Por otra parte, cabe observar que el flujo es una magnitud escalar, que puede
tomar valores positivos y negativos. Una interpretacién intuitiva del signo del flujo
(aunque no estricta) puede elaborarse de la siguiente manera. Si el flujo es positivo,
podemos imaginar que, predominantemente, los vectores E y ds estan del mismo
lado de la superﬁc1e Anélogamente tendremos valores negativos de flujo cuando los
vectores E y ds queden, predominantemente, uno a cada lado de la superficie?.

3.3. Ejemplo de calculo de flujo.

Consideremos el campo electrostatico producido por un hilo recto infinito, con
densidad lineal de carga uniforme A. Segin hemos visto, si el hilo se encuentra sobre

2Lo que hace imprecisa la interpretacién es la palabra “predominantemente”. Esta palabra
se utiliza para indicar que sobre la superficie, puede haber zonas donde el campo E esté a un
lado de S, y otras zonas en que ocurra lo contrario. Entonces el signo del flujo correspondera al
comportamiento dominante.
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el eje z, el campo E(F) viene dado por

I I e
2meop 2meo/ 12 + y2 a? + 42 2meg (22 + y?) '

donde la segunda expresion no es mas que la traduccion en componentes y coorde-
nadas cartesianas.

Como ejemplo, proponemos calcular el flujo del campo electrostatico E(f') a
través de una superficie cuadrada de lado [, situada como indica la figura

\H \.\%l

En este contexto, los vectores ds tienen la forma siguiente
ds = dydzk = dydz (1,0,0) (3.4)

Asi tenemos todos los ingredientes para resolver la integral (3.2). Por simplicidad
mantendremos la notacién x para indicar la coordenada correspondiente a la locali-
zacién de la superficie. Entonces tenemos que

(,9,0
B 1 .
Py = / ds = 27% $2+y Sren ot ) Wz (10,0 (3.5)

Resolviendo el producto escalar y agregando los limites de integracién, tenemos

2 /2 Az dydz Az iz dy 12
P g —/ / 2 = / SR / dz (3.6)
2 J-1j2 2mey (22 + y?) 2meg 12 2?2 +y? Jo12

La segunda integral es de resolucién inmediata, mientras que la primera puede es-
cribirse en un formato conocido

ApU2 d
D= o [ (3.7
2meg J-1j2 [1 4 (y)2:|

Esta integral admite la sustitucion siguiente
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con lo que se obtiene

bY/ l/2x du pY) l [
ES ™ 9meq Joi/20 1+ u? 27eg [ e <2I> e < 2x>1 39)

Observando que el arcotangente es una funcién impar obtenemos el resultado final

Py = AL arctg (;) (3.10)

TEQ T

3.4. Ley de Gauss.

Consideremos una regién del espacio en la que existe un campo electrostatico
E(7) v sus fuentes (cargas eléctricas estéticas), descriptas mediante una densidad
volumétrica & (7:; ). Ahora elegimos una superficie cerrada imaginaria cualquiera S que
limita un volumen V. Elegimos la orientacién de la superficie S de modo que sus
vectores normales ds resulten exteriores. Entonces el flujo del campo electrostatico
E a través de la superficie cerrada S es proporcional a la carga ()rg residente en el
volumen V' limitado por dicha superficie. Esto es

- 1
}I{E-ds - = [ §dv (3.11)
S €y JV
donde la constante ¢y vale
1 C?
— —— = 8,842 x 10712 12
€0 Tk 8,842 x 10 N2 (3.12)

Teniendo en cuenta la notacion introducida para flujos, podemos escribir una expre-
sion de bolsillo equivalente

_ QRS

€0

5o8 (3.13)
La ley de Gauss es una de las ecuaciones integrales del campo electrostatico, y
su aplicabilidad es universal. Esto es, no tiene restricciones para su aplicacién en
electrostatica. Sin embargo, no constituye en general una herramienta que, por si
misma, permita determinar el campo electrostatico a partir de la distribucion de
fuentes. Sélo si la distribucién es altamente simétrica, la ley de Gauss puede proveer
una técnica de calculo viable a tal fin. Nosotros abordaremos esta técnica, despues
de discutir algunos conceptos relacionados con la simetria. Por el momento daremos
algunas aplicaciones directas para ilustrar el uso de la ley de Gauss en relacién con
los flujos.
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3.5. Ejemplo de aplicacion de la ley de Gauss.

Consideremos un cuerpo cubico de lado [ que aloja una carga total () unifor-
memente distribuida en su volumen. Supongamos que el origen de coordenadas lo
elegimos coincidente con el centro del cubo. Nos proponemos calcular el flujo del
campo electrostatico a través de las supeficies siguientes.

a) Una superficie esférica S,, de radio 3[/8 centrada en el origen.

b) Una superficie cibica S, de lado 31/4 centrada en el origen.

c¢) Una superficie cibica S, de lado 31/2 centrada en el origen.

d) Una superficie ciibica Sy, de lado [ con un vértice en el origen.

a) b) c) d)

En primer lugar observemos que la densidad volumétrica de carga ¢ es constante,
y vale

5 = g (3.14)

La estrategia para obtener el flujo del campo E producido por la distribucién, con-
siste en determinar la cantidad de carga “encerrada”dentro de cada superficie. En
los casos a y b, los volimenes limitados por las superficies estan completamente
ocupados por la distribucion de carga. Entonces tenemos que

A7 27 13§ IrQ

I — 3.15
ESa 3-512 ¢ 128 ¢, (3.15)
2T 13§ 27 Q)
— p— p— .1
ES 64 ¢ 64 €o (3.16)

Por su parte, la superficie S. contiene toda la carga de la distribucion en el volumen
que ella limita. Por ultimo, la superficie Sy contiene la octava parte de la carga total.
Entonces tenemos

Q
Q
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Observe el lector, que la ley de Gauss nos ha permitido el calculo de los respectivos
flujos “sin calcular.®! campo E (que dicho sea de paso, no es nada facil de calcular
para esta distribucion).

3.6. Relacién entre lineas de campo y fuentes.

La Ley de Gauss permite el andlisis de la relacion que existe entre las lineas
de campo electrostatico y las cargas (fuentes escalares) que le dan origen a dicho
campo. Comencemos por imaginar una carga puntual y una superficie esférica ima-
ginaria centrada en ella. Si la carga es positiva y la esfera suficientemente pequena,
el campo electrostatico sobre la superficie estara representado por vectores exterio-
res a la misma. En cierto modo, pensando en la orientacion de las lineas de campo,
podriamos decir que ellas “salen”de la superficie esferica. Por extension, podriamos
decir que “nacen.®® la carga positiva.

El mismo analisis es valido para cargas negativas, aunque las mismas represen-
taran el punto de finalizacion de la linea de campo. En conclusién, decimos que las
lineas de campo se inician en cargas positivas y terminan en cargas negativas.

Supongamos ahora que cierta superficie cerrada no posee cargas eléctricas en
su interior. Entonces dentro de ella no se inician ni terminan lineas de campo. En
otras palabras, si una linea de campo cruza la superficie en un punto en sentido
entrante, necesariamente debe cruzarla otra vez (por supuesto, en otro punto) en
sentido saliente 3.

Algunos autores suelen referirse a esta propiedad diciendo que si en el interior de
una superficie cerrada no residen cargas eléctricas, entonces habra tantas lineas de
campo entrantes como salientes. En apariencia este enunciado parece ser una buena
sintesis de la propiedad presentada anteriormente. Sin embargo, no es apropiado con-
siderar cuantitativamente a las lineas de campo, dado que cualquiera sea el tamano
de la superficie, siempre habra una cantidad infinita de ellas que la atraviezan.

3.7. Simetria de distribuciones y campos.

Las propiedades integrales de los campos, como la ley de Gauss y otras que

3Esta conclusién falla en los casos especiales en que existen puntos de campo nulo en el volumen
limitado por la superficie cerrada. Estos casos especiales seran tratados mas adelante.
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trataremos mas adelante, constituyen una herramienta de calculo muy practica para
ciertos casos en que las fuentes del campo tienen alta simetria. Pero esto sélo es
un pretexto para introducir algunas ideas sobre simetria que, como seguramente
el estudiante podra apreciar, exceden ampliamente al tema que aqui tratamos. La
intencién es promover la creatividad operativa, en detrimento de tediosos calculos
formales, a la vez que intentamos generar criterios de control simples y eficaces.

Comencemos reconociendo una propiedad mas que evidente. Cuando una dis-
tribucién de fuentes se traslada o cambia de orientacion sin modificar su forma, el
campo asociado a ella se traslada o rota con ella. Los ejemplos son muy elocuentes.
La tierra lleva consigo los campos magnético y gravitatorio que genera. Evidencia de
ello es que las brujulas de los marinos siguen apuntando al norte, mientras que las
plomadas de los albaniles siguen apuntando hacia abajo, tanto en invierno como en
verano, y tanto de dia como de noche. Un ejemplo més cotidiano lo representan los
imanes. Cuando alquien compra un iman, en realidad esta interesado en su campo
magnético, el cual “viaja”junto con el iman a todas partes. En cierto modo pdriamos
decir que el campo estd “atado.? las fuentes que lo originan?.

Ahora centremos la atencién en cuestiones geométricas. Comencemos por ima-
ginar un cuerpo sélido sobre el que reside una distribucion de cargas. Cualquier
cambio de lugar u orientacion del cuerpo puede pensarse como una secuencia de
rotaciones y traslaciones. Pero en ciertas circunstancias, el movimiento del cuerpo lo
situa de modo que la distribucién de cargas es idéntica a la que habia originalmente.
Como ejemplo imaginemos una pieza cuadrada que posee cargas puntuales positivas
idénticas en sus vértices. Si la misma rota en un angulo oo = 7/2 alrededor de un eje
que pasa por el centro del cuadrado, y es perpendicular al plano que lo contiene (ver
figura), el aspecto de la distribucién rotada coincide con la forma original. En ese
caso decimos que la distribucién de cargas tiene una “simetria de rotaciéon”. Ademas
decimos que el eje mencionado es un “eje de simetria’de la distribucion.

El paso siguiente consiste en preguntarnos por el campo electrostatico asociado
a la distribucion. Es evidente que si las distribuciones original y rotada son indis-
tinguibles, los campos que generan también lo serdan. Entonces la simetria de la
distribuciéon de fuentes se observa también en el campo que ella genera.

4Veremos més adelante que esto no siempre es asi. Podriamos decir en forma algo més precisa,
que esta propiedad asiste a los campos estaticos, como es el caso del campo electrostatico, y los
otros mencionados en los ejemplos. Més adelante trataremos los campos dependientes del tiempo
donde las cosas son diferentes.
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Un razonamiento analogo puede hacerse para el caso de traslaciones, aunque sélo
se observara simetria (en sentido estricto) cuando las distribuciones sean infinita-
mente extendidas. Por tanto, este tipo de simetria sélo serd admitida en el mundo
de los modelos.

Volvamos al ejemplo del cuadrado. ;Qué nos puede decir la simetria acerca del
campo? Veamos un modo posible de andlisis. Supongamos que el sistema de coor-

,E/ —

denadas cartesianas se sitia como indica la figura, y estamos interesados en saber
“algorespecto del campo electrostatico sobre el eje z. En principio, no sabemos la
orientacién del campo, por lo que aventuramos que el mismo apunta en el sentido
positivo del eje = (primera figura). Luego rotamos la distribucién un éngulo oo = /2
alrededor del eje z (segunda figura). Observemos dos detalles

a) Como el campo estd “atado.? la distribucién, debe girar con ella, por lo que
quedara apuntando en la direccion del eje y.

b) Como z es un eje de simetria, la distribucién rotada es idéntica a la original.
por lo que debe producir exactamente el mismo campo.

Las dos afirmaciones resultan incompatibles, por lo que concluimos que nuestra
hipétesis es errénea. Por lo tanto el campo electrostatico no podra tener componente
x. El mismo andlisis cabe para la componente y, por lo que concluimos que

E(0,0,2) = E.(2) k (3.19)
Observe que la simetria no permitio la determinacién del campo, pero a través de este
analisis pudimos determinar dos de las tres componentes. Este tipo de tratamiento
es indispensable antes de utilizar la ley de Gauss como recurso para la determinacién
de un campo.

3.8. Distribuciones con simetria esférica.
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Una distribucién de carga con simetria esférica , es aquella en que la densidad
de carga o (77 ) depende exclusivamente de la distancia a un centro. Si elegimos como
origen de coordenadas a dicho centro, y utilizamos coordenadas esféricas, tenemos
que

5= 8(r) (3.20)

Para analizar la simetria del campo generado por la distribucién, consideremos un
punto P cualquiera (que no sea el origen), cuya distancia al rigen es r. La recta
determinada por P y el origen, es un eje de simetria de la distribucion. Entonces en
P sélo sobrevive la componente en la direccion del eje, es decir la componente radial.
Por otra parte, cualquier rotacién de la distribucién debe mantener inalterable el
campo en P, por lo que todos los puntos que se encuentren sobre una superficie
esférica de radio r centrada en el origen, tendran la misma componente radial del
campo E. Esto nos permite caracterizar al campo electrostatico como

E(f) = B, (r)# (3.21)

Esta conclusion es de crucial importancia para que la ley de Gauss pueda funcionar
como recurso para la determinacién del campo electrostatico. Nétese que la simetria
nos permitié determinar ya dos de las tres componentes esféricas del campo

Ey(F) = E,(F) = 0 (3.22)

Veamos ahora como hacer la determinacién de E,. (7). Estamos interesados en conocer
la componenete radial en el punto P situado en 7, por lo que la distancia al centro es
r (coordenada radial). Siempre existe una superficie esférica S centrada en el origen,
que pasa por P, cuyo radio es r. ;jQué nos dice la ley de Gauss? Transcribimos la
expresién (3.11)

Lo 1

j{E-ds =~ [ §dv (3.23)
S €y JV

donde V es el volumen limitado por S, E es de la forma (3.21), & viene dada por

(3.20) y los diferenciales involucrados son

ds = dsi y dv = 4nor” dr’ (3.24)

Note que la variable 7’ recorre todo el dominio entre 0 y r, para cubrir todo el
volumen V. Entonces tenemos
y 9 1 " / 2 g1
j{ E.(r) 7 -dst = — o (r') Amr'” dr (3.25)
S €y JO
En la primera integral podemos observar que el producto escalar opera entre dos
versores iguales. Entonces

=c

=3¢
Il
—_

(3.26)



36 CAPITULO 3. LEY DE GAUSS. SIMETRIAS

En la misma integral, observemos ademas que, a pesar que r es una variable, en el
dominio de integracion constituido por la superficie S, todos los puntos involucrados
tienen la “mismacoordenada r. Por tanto, la componente E,.(r) es constante a los
fines de esta integracion. Entonces

4 T
E. (r) ]{ ds = = [" 028y ar (3.27)
S € 0

La integral de superficie representa el area de la superficie esférica de radio r, por
lo que tenemos

4 T
E,.(r) 4nr® = il P28 (r') dr! (3.28)
€ 0
Finalmente
1 o,
() = — /0 2 5 (r') dr' (3.20)

Este analisis es vélido para todas las distribuciones de carga cuya densidad vo-
lumétrica tiene simetria esferica. Sin embargo, algunas veces conviene trabajar con
una expresion equivalente, que puede resultar mas intuitiva

QRS

4deg 12

E,(r) = (3.30)

donde QQrg representa la carga residente en el volumen V interior a la superficie S.

3.9. Ejemplo de aplicacion.

Consideremos una esfera de radio R con carga () uniformemente distribuida en
su volumen. Su densidad constante serd

3Q
47 R3
Supongamos primero que r < R, por lo que la superfice esférica imaginaria utilizada

para aplicar la ley de Gauss estda dentro de la region de cargas. Aplicamos (3.29)
observando que § es constante. Entonces

5 = (3.31)

) L)
E, (r) = / 2 gy 3.32
R (332
Resolviendo la integral tenemos
5 3
E (r) = 2L (3.33)

€ r? 3
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Reemplazando &y por (3.31) y simplificando obtenemos

Qr

E:(r) = 4dmey R3

(3.34)
Ahora tratamos el caso r > R. Aqui observamos que toda la carga de la distribucion
queda dentro de la superficie gaussiana. Por tanto conviene utilizar (3.30), haciendo
que Qrs = ). Entonces

E, (r) = ¢ (3.35)

4deq r?

El resultado final del problema se obtiene combinando (3.34) y (3.36), confiriéndole
caracter vectorial

(3.36)

{ O _® s r<R

47TECSR3
e’ st T>R
TEQ T

3.10. Distribuciones con simetria cilindrica.

Los sistemas con simetria cilindrica sélo existen en el mundo de los modelos, ya
que se trata de objetos infinitamente largos. Entonces comencemos por imaginar una
distribucién de carga que se extiende infinitamente a lo largo del eje z. Utilizando
coordenadas cilindricas p, ¢, z, decimos que la distribucién tiene simetria cilindrica
cuando la densidad volumétrica de carga es sélo funcién de la coordenada p.

3(r) = 8(p) (3.37)

Analicemos ahora la simetria del campo electrostatico. Para ello elegimos un punto
P cualquiera que no pertenezca al eje z, y trazamos una recta que corte perpen-
cicularmente al eje z pasando por P. Ahora tratemos de convencernos que dicha
recta es un eje de simetria. Para ello observemos simplemente que si rotamos la
distribuciéon en un angulo o = 7 alrededor de la recta, el aspecto de la distribucién
rotada coincide exactamente con el aspecto original. Entonces podemos concluir que
la inica componente no nula del campo es F,. Por otra parte, desplazamientos de
la distribucion a lo largo del eje z, o rotaciones de cualquier angulo alrededor del
mismo, no alteran el campo en P. Por lo tanto, la componente E, es la misma sobre
una superficie cilindrica de radio p centrada en el eje z. En otras palabras, £, s6lo
depende de la coordenada p. Entonces

E, = E
E, =0 (3.38)
0

&
I
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O en forma vectorial
E(F) = E,(p) p (3.39)

Ahora nos disponemos a buscar el campo electrostético, en el punto P,(cuya coor-
denada radial es p) mediante la ley de Gauss. Para ello elegimos una superficie
cilindrica de radio p y longitud [, coaxial con la distribucion. Para que la superficie
sea cerrada, la completamos con dos tapas circulares en los extremos. A las tres
partes que componen la superficie cerrada S las llamaremos respectivamente S¢,
St1y Ste2, de modo que

S = SC U STl U STQ (340)

Los vectores normales exteriores a cada parte de la superficie S son de las formas
siguientes

cfsc = dsc p
dSTl = —dSTl ];3 (341)
dST2 = dSTQ ]{?

Por su parte, los diferenciales de volumen de la distribucién, que quedan dentro de
la superficie cerrada S, pueden escribirse como sigue

dv = 2xlp’ dp (3.42)

Aqui estamos en condiciones de aplicar la ley de Gauss (3.11), que toma la forma
- 1
-7{ E,(p)p-ds = — | §(p') 2nlp dp (3.43)
S €y JV

En virtud de (3.40) la integral de superficie puede separarse en tres partes. Entonces

/SE()pdsc—l—/ pdsT1+/ pdsTg—
C
2 [
= 2 s () dpf (3.44)

€0 0

/S E, (p)p-dsop +/S B, (p) p- (~dsrik) +/S E,(p)p- dspak =
C T1 T2
27l
= — p5( ") dp' (3.45)

€0 0

Los productos escalares que aparecen en las integrales de superficie son
pop =1 pok =0 (3.46)
con lo que las integrales sobre las tapas Sr; y Sto son nulas. Entonces tenemos

2nl o, ., ,
/S E,(p)dsc = — [ p'o(p) dp (3.47)
C

€0 0
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Ahora observemos que todos los puntos de la superficie de integracién S¢ tienen
la misma coordenada p, por lo que la componente E,(p) es constante sobre Sc.
Entonces podemos extraer la componente de la integral

2rl [P
E,(p) | dsc = — [ po(p) dpf (3.48)
Sc (&) 0
La integral de superficie que nos queda puede interpretarse como el drea de la su-
perficie S¢. Entonces

2wl P
E,(p) 2nlp = == [ J8(p) dp (3.49)
€0 0
Con lo que finalmente tenemos
1 p
E = — '6(p') dp’ 3.50
» (p) il (p') dp (3.50)

Observe que desaparecié el pardmetro [ (como era de esperarse), dado que el mismo
es completamente artificial en relacién con el modelo de distribucion de carga.

3.11. Ejemplo de aplicacién.

Consideremos un cuerpo cilindrico macizo de radio R infinitamente largo, que
posee una densidad volumétrica de carga dada por

5(p) = ap® () <R) (3.51)

Aqui tenemos que analizar dos situaciones. Primero tratamos el caso en que el punto
P estéd dentro del cuerpo cilindrico (p < R). Por aplicacién de (3.50) tenemos

a P

L) = — | pPdp =

a pt  ap?
€ p Jo op 4 de

(3.52)

Ahora veamos que ocurre si P estd fuera del cuerpo (p > R). Nuevamente aplicamos
(3.50), pero observando que la contribucién a la carga requiere integrar desde cero
hasta R, dado que més alla de R no hay carga (densidad nula). Entonces

R a R aR*

a 3
E,(p) = — Bdf = — — = :
» (p) ap b P = Je (3.53)

El resultado final, incluyendo el caracter vectorial del campo sera

“”3;3 si p<R
E@) = { 4« 3.54
() { Zgjpﬁ st p>R ( )
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3.12. Distribuciones con simetria plana.

La simetria plana es otro caso que solo ocurre en el mundo de los modelos, ya que
se trata de distribuciones infinitamente extendidas. Para caracterizar estas distribu-
ciones utilizamos coordenadas cartesianas, y decimos que la densidad volumétrica de
carga so6lo depende de una de dichas coordenadas, por ejemplo z’. Entonces tenemos

—

5(r) = 6(2) (3.55)

Para analizar la simetria del campo electrostatico, usamos la misma estrategia que
en los casos anteriores. Esto es, tratamos de encontrar un eje de simetria de la
distribucién. Para ello, elegimos un punto P cualquiera y hacemos pasar por él una
recta paralela al eje z. Luego observamos que si la distribucion de carga rota un
angulo cualquiera alrededor de la recta, el aspecto de la distribucion rotada coincide
con su aspecto original. Entonces la recta constituye un eje de simetria, y por tanto
la inica componente que sobrevive en P es E,. Por otra parte, si la distribucién se
desplaza paralelamente al plano xy, el campo en P debe permanecer invariante, por
lo que el campo debe tener idéntica componente E, sobre todo el plano paralelo a
xy que contiene a P. Esto significa que la componente E, no puede depender de las
coordenadas x e y. Entonces

E,=E, =0 E.=E.(z) (3.56)

Aunque esta informacion es andloga a las de los casos de simetria tratados anterior-
mente, la aplicacion de la ley de Gauss para la determinacién del campo electrostati-
co es posible, pero en general no inmediata. En este caso serd necesario definir una
distribucion elemental a modo de “prototipo”, determinar su contribucién al cam-
po, v luego resolver aplicando el principio de superposicion. Afortunadamente, este
calculo es bastante sencillo, por lo que lo abordaremos ahora.

Para comenzar, trataremos un caso particular que servira como “prototipo”para
tratamientos posteriores. Consideremos una distribucién de carga contenida en un
plano infinitamente extendido, cuya densidad superficial de carga uniforme es o.
Observe que su simetria corresponde al caso que tratamos, por lo que el campo
que genera tiene las componentes dadas por (3.56). Nos proponemos calcular la
componente F, del campo electrostatico en un punto P, situado a una distancia z
del plano de la distribucion. Por sencillez elegimos el origen sobre el plano de carga,
de modo que el mismo coincida con el plano x — y, y el eje z pase por P. Para
aplicar la ley de Gauss, elegimos una superficie cilindrica S¢ de longitud 2zy y radio
cualquiera, cuyo eje coincida con el eje z, y se extiende simétricamente a cada lado
de la distribucién. Para que la superficie sea cerrada, completamos con dos tapas
circulares T7 y Ty ,paralelas al plano z — y, situadas respectivamente en —zy y 2.
De este modo, la superficie cerrada S se compone como sigue
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y los respectivos vectores diferenciales normales exteriores son
d_:S’SC = dSSC pv d_:STl = —dSTl Z? d_:?TQ == dSTQZZ (358)

Ahora observemos un detalle de simetria. Si la distribucién se gira un angulo a@ = 7
alrededor del eje x, la distribucion rotada y la original tienen el mismo aspecto. Por
lo tanto en P se debe observar el mismo campo. Pero como el campo estd “atado.? la
distribucion, su estructura a un lado del plano x —y, debe ser una imagen especular
de la estructura del otro lado. Esto es

V]

E.(—z)k = —E. (20)k (3.59)
Notese que esta propiedad solo vale para el prototipo, de modo que no hubiéramos
podido aplicarla para cualquier distribucién con simetria plana.

Ahora estamos en condiciones de utilizar la ley de Gauss dada por la expresién
(3.11).

%qﬁ-d; _ Qs (3.60)

€0
Reemplazando (3.56), (3.57) y (3.58) en (3.60), tenemos
Qrs

€0

/S E. (2)k - dsse +/ E. (—z0) k- dsp +/ E. (20) k- dops = (3.61)
c T Ts

Aplicando la condicién de simetria (3.59) y detallando los versores involucrados en
los diferenciales de superficie, tenemos

/ E. (2)k - dsso —/ E. (z0) k- (~dspi k) +
Sc

T

/ E. (z0) - dspo i — 955 (3.62)
T> EQ
Resolviendo los productos escalares entre versores, observamos que la primera inte-
gral es nula.

_ Qs
- Ez (Zo) dSTl + Ez (20> dSTQ = (363)
1

Ty €0

Como las tapas T} y T5 tienen todos sus puntos a la misma distancia del plano de
cargas, los integrandos son constantes. Entonces
Qrs

Ez (Zo) - dSTl + Ez (Zo) - dSTQ = - (364)
1 2

Las integrales representan las areas de las tapas. Las mismas son iguales y coinciden
ademds con el area de la fraccién del plano de cargas que hay dentro de la superficie
S. A todas estas dreas las llamamos A. Entonces

E.(20) A + E.(2) A = oA (3.65)

€0
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Con lo que finalmente concluimos que

g

2 (3.66)

E.(20) =
Note que el resultado es independiente de la localizacién zy del punto P. Teniendo
en cuenta la simetria (3.59), la forma vectorial final es

20 (3.67)

- B ok siz2<0
Zk st z2>0



Capitulo 4

Potencial electrostatico

4.1. Repaso sobre conceptos mecanicos basicos.

a) Trabajo: Supongamos que una particula se encuentra en una regién del
espacio en la que existe un campo de fuerzas F (7). Sean 7] y 75 las posiciones de
dos puntos de la region, y sea C' una curva simple orientada, que comienza en 77 y
termina en 73. Ahora subdividimos la curva en segmentos diferencialmente pequenos.
En cada uno de dichos segmentos, definimos un vector dl cuyo médulo coincide con
la longitud del segmento, su direccién es tangente a la curva C' en el segmento y su
sentido coincide con la orientacién de la curva. Supongamos ahora que la particula

se mueve sobre C desde 7 hasta 75'. Entonces definimos el trabajo asociado a la

'En la mayor parte de los casos serd necesario que actuen otras fuerzas ademds de F' para que
la particula recorra una curva especificada. Sin embargo, no resulta relevante la existencia de estas
fuerzas para los objetivos de esta seccion.

43
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fuerza F realizado sobre la particula a lo largo de la curva C' como
W = / F.dl (4.1)
C

Como ejemplo consideremos el caso en que una fuerza constante actua sobre una
particula que se mueve en linea recta. Si elegimos que la trayectoria de la particula
coincida con el eje x, y que su desplazamiento comience en x = 0 y termine en x = d,
tendremos que los vectores dl serdn de la forma

—

dl = (dz,0,0) (4.2)

Entonces el trabajo de la fuerza F' sobre la particula serd

1) S5 d
Wi = [ Fedl = [ (FuFy R (d2,0,0) (4.3)
d d
W = /O F,dv = F, /0 dv = Fyd (4.4)

Esta ultima expresién es ampliamente difundida en textos basicos de fisica, por lo
que conviene recalcar que solo constituye un resultado particular cuya aplicabilidad
es muy limitada.

b) Fuerzas conservativas: Consideremos nuevamente un campo de fuerzas
F () y una particula bajo su influencia. Consideremos también una curva simple
cerrada C, sobre la que la particula es obligada a moverse. Entonces, si para toda
curva cerrada C' el trabajo de F sobre la particula es nulo,

— -

W :}{CF-dl:() (4.5)

decimos que F (7) es un campo de fuerzas conservativas. Una consecuencia inmedia-
ta con grandes ventajas operativas puede obtenerse por aplicacién del teorema de
Stokes. Esto es, F (7) es un campo de fuerzas conservativas si y sélo si en toda la
regiéon vale que

VxF =0 (4.6)

Entre los ejemplos mas basicos de fuerzas conservativas podemos citar la fuerza
gravitatoria ejercida por la tierra sobre los objetos de su entorno, y la fuerza elastica
ejercida por un resorte sobre un objeto acoplado a él.

El término “fuerza conservativa.®lude al hecho que las fuerzas que poseen esta
propiedad no operan en detrimento de la energia mecanica de la particula, y por
tanto cabe caracterizarlas como que “conservan”dicha energia.
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c) Independencia de caminos: Una consecuencia inmediata de la definicién
de fuerza conservativa es la independencia de caminos. Sean C, y C, dos curvas
cualesquiera, tales que ambas comienzan en 77 y terminan en r5. Entonces, Si F (7)
es un campo de fuerzas conservativas se cumple que

Wie, = Wi, [ Fdi= [T Fed (4.7)

Ca 71 Cy 71
d) Energia potencial: Si un campo de fuerzas F(') es conservativo, entonces
es posible definir una energfa potencial Uz asociada a dicho campo, tal que
F = —VU (4.8)
Una representacion del gradiente en coordenadas cartesianas seréd

= (90U 90Uz 09Uz
F= <8x oy 8z> (4.9)

En los ejemplos mencionados de fuerzas conservativas, puede observarse esta rela-
cién. Para la fuerza gravitatoria P (en notacién habitual) tenemos que

Us = mgy — P =(0,—mg,0) (4.10)

Por su parte, en el caso de la fuerza elastica de un resorte se cumple que
1 -
Ug, = §k:x2 —  Fe = (=kz, 0, 0) (4.11)

Ahora proponemos una definicién formal para la energia potencial, a partir del
campo de fuerzas F (7). Sea Trpr un punto arbitrariamente elegido en la regién
donde existe el campo de fuerzas conservativas F (7). A dicho punto lo llamaremos
en lo sucesivo “punto de referencia”. Sea 7 un punto genérico de la misma regién y
sea C' una curva cualquiera que se inicia en rrpp y termina en 7. Supongamos ahora
que una particula es transportada cuasiestaticamente a lo largo de C' bajo la accion
de la fuerza F y otra que la contrarresta punto a punto Fexr ejercida por un agente
externo de modo que

— —
!/

Foxr(r) = —F(17) (4.12)

para todos los puntos 7 pertenecientes a C. Entonces, la energia potencial Uz(r)

asociada a la fuerza F , adquirida por la particula cuando la misma se encuentra en el
punto 7, coincide con el trabajo que debe realizar el agente externo para transportar
cuasiestaticamente la particula desde el punto de referencia hasta el punto 7.

- / Fooxr - di (4.13)

C TREF

Up(r) = Wg

exTC
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Trer C F

/

=
3
—~
=y
~—7

Una consecuencia inmediata es que

Up(F) = W, = —/T F.di (4.14)

C TREF

e) Extensiones terminolégicas: En el mundo matemadtico se ha adoptado la
terminologia surgida de la mecanica para aplicarla a campos en general. Asi tendre-
mos que si un campo vectorial E(F) de cualquier naturaleza se lo llamara “conser-
vativo”, si para toda curva cerrada C' satisface

A-dl=0 415
2 (4.15)

Entonces existird un campo escalar h ;() llamado generalmente “potencial.®sociado
al campo A, que satisface

—

A = —Vhy (4.16)

Sugerimos que el lector reflexione sobre la terminologia, porque la misma se
presta a confusiones, especialmente cuando la naturaleza del campo vectorial ya no
pueda identificarse con una fuerza.

4.2. ;Sera conservativa la fuerza electrostatica?

Para contestar esta pregunta podriamos proceder de un modo muy simple, eva-
luando el rotor del campo electrostatico producido por una carga puntual. En primer
lugar observemos que el campo electrostatico producido por una carga puntual tiene
la forma

E(F) = BE(r)F (4.17)

Cuando los campos presentan estos tipos de simetria se los llama “Campos Cen-
trales”. Teniendo en cuenta la definicién de rotor en coordenadas esféricas se deduce
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que el mismo es nulo en todas partes. Luego extendemos esta conclusion mediante el
principio de superposicion, al campo producido por cualquier distribucién de cargas.
Con lo que se concluye que el campo electrostatico es conservativo.

Ahora recordemos que la fuerza electrostatica sobre una particula con carga ¢,
esta relacionada con el campo electrostatico mediante

—

F = qE (4.18)

Entonces, es inmediato que si £ es un campo conservativo,la fuerza F' también
lo sera.

4.3. Energia potencial electrostatica.

Como la fuerza electrostatica es conservativa, debe existir una energia potencial
electrostatica asociada que satisfaga

F = —VUz (4.19)

Siguiendo los lineamientos sugeridos para fuerzas conservativas en general, po-
demos definir la energia potencial electrostatica como sigue. Sean "ggp v 7 un punto
de referencia y un punto genérico respectivamente. Supongamos que una particula
cargada es trasladada desde rrrr hasta 7" bajo la accion de un campo electrostatico
y un agente externo. Entonces la energia potencial electrostatica adquirida por la
particula al alcanzar el punto 7, es igual al trabajo realizado por el agente externo
para transportarla cuasiestaticamentente a lo largo de cualquier curva desde rrpp
hasta 7

Us(r) = Wi no = / 3 Fpxr - dl (4.20)
C TrEF
Una consecuencia inmediata es que
Up(f) = W, = —/ Fdi (4.21)
C TrREF

4.4. Concepto de potencial electrostatico.

Ahora centremos nuestra atencién en que el campo electrostético es conservativo.
Entonces debe existir un potencial electrostatico asociado (Campo escalar), al que
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llamaremos V' (7), que debe cumplir
E = —-VV (4.22)

La definicién de V' es andloga a la de Uy, y por tanto puede calcularse a partir
del campo electrostatico ' como sigue

—

7
V(r) = — E-di (4.23)
C TREF

Observe que multiplicando ambos miembros por la carga de la particula se puede
recuperar la expresién para la energia potencial electrostatica. En tal sentido, pode-
mos decir que el potencial electrostatico es una propiedad del espacio que representa
la energia potencial electrostatica por unidad de carga que habria de adquirir una
particula cargada que se sitiia en el punto considerado. La unidad de potencial elec-
trostatico es el “Volt” (o Voltio) que se representa por la letra V. Su relacién con las
otra unidades del sistema MKS es

p_J _ Nm
C C

Aqui conviene enfatizar que el potencial, de la misma manera que el campo
electrostatico, constituye una propiedad del espacio. Esto significa que sera necesario
que algiin objeto sensible se sitie en el espacio dotado de un potencial electrostatico,
para que se verifiquen efectos observables.

Por 1ltimo observemos que la expresién (4.23) constituye un método de cédlculo
para el potencial electrostatico. En efecto, si se ha determinado el campo electrostati-
co E(F) en un conjunto conexo de puntos que contenga a rrer y a 7, la mencionada
expresion permite calcular V(7). Sin embargo, este no es el tinico método, ya que el
potencial también puede deducirse a partir del conocimiento detallado de la distri-
bucién de cargas.

(4.24)

4.5. Superficies equipotenciales.

El potencial electrostatico es una propiedad escalar continua, definida en el es-
pacio tridimensional. Como ocurre siempre con los campos esclares tridimensionales
regulares, es posible definir una familia de superficies llamadas equipotenciales, don-
de cada una de ellas esta formada por puntos de igual potencial. Esto es

Sv, = {r/ V(F) = o} (4.25)

donde Sy, representa la superficie en que todos los puntos que la componen
tienen potencial V.
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Si una particula se desplaza sobre una superficie equipotencial, su energia poten-
cial electrostatica se mantiene constante. Esto significa que la fuerza eléctrica que
actia sobre ella no hace trabajo. Esto sélo puede darse si la fuerza,(y por anadidura
el campo, resultan perpendiculares a la superficie. La conclusién que se desprende de
este razonamiento, es que las superficies equipotenciales son siempre perpendiculares
a las lineas de campo.

Como ejemplo elemental podemos citar el caso de una carga puntual, en que las
lineas de campo son radiales. Entonces las superficies equipotenciales son esféricas.

4.6. Eleccion de referencias.

El potencial electrostatico estd definido a menos de una constante aditiva. Esto
ocurre porque los potenciales que difieren sélo en una constante aditiva, tienen
las mismas derivadas, y por tanto conducen al mismo campo electrostatico. Esta
arbitrariedad permite que podamos elegir la posicion de referencia rrpr de la manera
mas conveniente. Naturalmente, tal conveniencia debe analizarse de acuerdo a la
simplicidad matematica de los calculos que hemos de realizar.

Ahora recordemos algo que suele olvidarse en la préctica cotidiana de la fisica;
Una cosa es el mundo real y otra cosa son los modelos que utilizamos para su repre-
sentacion. Esto parecera obvio, pero aqui no podemos correr riesgos conceptuales.
Entonces va una definicién: decimos que una distribucién de cargas es finitamen-
te confinada, si existe una esfera imaginaria de radio finito tal que la distribucién
sea interior a la misma. Es evidente que “todas”las distribuciones reales de carga
caben en esta definicién, por lo que la misma pareceria superflua. Sin embargo, en
el mundo de los modelos pasan cosas raras. Por ejemplo “existen planos infinitos
uniformemente cargados, hilos rectos infinitamente largos (también con carga), etc.
Y estos si quedan fuera de la definicién. Y como nuestras cuentas viven en el mundo
de los modelos, la definicion es relevante.

Ahora estamos en condiciones de recomendar una eleccion apropiada. Si la dis-
tribucion de cargas es finitamente confinada,es muy practico elegir la posicion de
referencia en el infinito. Esto es que

I“llim V(r)=0 (4.26)
Esta eleccion puede hacerse porque el potencial en el infinito adquiere el mismo valor
por cualquier camino por el que nos alejemos de la distribucién de cargas.

Ahora trataremos otras cuestiones que “sélo” pueden ocurrir en los modelos. En
efecto, algunos modelos incluyen puntos en que la densidad de carga es infinita. Este
es el caso de cargas puntuales, hilos (tratados como soportes unidimensionales de
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carga), y hojas (modeladas como soportes bidimensionales de carga). En particular,
las posiciones en que hay cargas puntuales o hilos cargados, no admiten ser elegidas
como referencia para el potencial. Esto se debe a que el potencial diverge (tiende a
infinito) en dichos puntos. Observe que las distribuciones superficiales de carga no
tienen este problema, por lo que estan habilitadas como posibles referencias.

En resumen la eleccion del punto de referencia puede hacerse:

a) En cualquier punto de posicion finita en el vacio.

b) En el infinito, si el sistema de cargas es finitamente confinado.

¢) Sobre la distribucién de cargas, excepto cuando sean cargas puntuales o dis-
tribuciones de carga unidimensionales.

4.7. Potencial asociado a una particula puntual
cargada.

Consideremos una particula puntual que utilizaremos para modelar un pequeno
cuerpo que posee una carga neta (). Comencemos por elegir el origen de coordenadas
sobre la particula, por lo que su campo electrostatico se reduce a

E(m) = "L (4.27)

Nos proponemos determinar el potencial V(7) en un punto arbitrario 7 del espacio.
Entonces tenemos que elegir una referencia apropiada. Como la distribucién es fi-
nitamente confinada, elegimos la referencia en infinito. Esto es |Frgrp| — co. Ahora
observamos que una curva muy apropiada para recorrer desde rrrpr hasta 7 es la
semirrecta radial que nace en 7y se extiende hasta el infinito, tomando valores cre-
cientes de la coordenada radial r (que para no confundirla con el médulo del vector
7 la llameremos 7’). Entonces los elementos de la curva pueden parametrizarse como

-

dl = —dr'¥ (4.28)

donde el signo menos se debe a que la curva sera recorrida en sentido contrario al
sentido de crecimiento del parametro r’.
Ahora estamos en condiciones de calcular el potencial

V() = _/:— E.-dl = —/roo MO Car (4.29)

—

REF

En esta ultima expresion, suele ocurrir cierta confusion debida al aspecto de los
limites de integracion. Aqui pareciera que hemos invertido los limites. Sin embargo
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esto no es asi. Lo que ocurre es que la primera integral es del tipo curvilinea, mientras
que la segunda es ordinaria, y como tal debe ser recorrida en el sentido en que crece
el parametro 7’. El recorrido sobre la curva en sentido contrario ha sido tenido en
cuenta en la parametrizacion de dl.

Ahora resolvemos la integral

Vi =k [

con lo que obtenemos

ig — kQ [ 1}00 (4.30)

2 o

_ e

r

V(F) (4.31)

Recordemos que este resultado fue desarrollado para una particula puntual cargada
situada en el origen, eligiendo la referencia para el potencial en el infinito. Una
extensién inmediata para el caso en que la particula esté situada en la posicién
genérica ' seré

V(F) = —— (4.32)

4.8. Potencial de una distribuciéon de cargas.

El paso siguiente consiste en encontrar el potencial producido por una distri-
buciéon de cargas. Pueden darse dos casos y sus combinaciones. En primer lugar,
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supongamos que la distribucién estd formada por una coleccion finitamente confi-
nada de particulas puntuales cargadas. Sean 1, Q, ..., ), las cargas residentes en
las particulas situadas en las posiciones r'q, 7’5, ..., 7/, respectivamente. Entonces el
potencial se obtiene por simple superposicion
—5 7
V(r) =k

1

_— (4.33)
1 ‘ =1

donde la referencia de potencial ha sido elegida en el infinito (por lo que rige la
restriccién de confinamiento finito).

Ahora analizamos el caso en que la distribuciéon es continua. En este caso siempre
es posible subdividir el dominio D en que residen las cargas, en elementos de tamano
diferencial que admiten ser tratados como cargas puntuales. Sea dq la carga residente
en un elemento del dominio D, cuya posicién es 7. Entonces el potencial en 7 sera

dq

D ‘f’—r’

V() = k (4.34)

Nuevamente, la referencia de potencial ha sido elegida en el infinito, por lo que
el dominio D debe ser finitamente confinado. Como habiamos visto en el cédlculo
del campo electrostatico, el dominio D puede ser una curva, una superficie o un
volumen. Entonces el diferencial de carga d() debe ser reemplazado en la integral,
con el mismo criterio discutido para el campo.

4.9. Ejemplo: Potencial en el eje de un anillo.

Este ejemplo es sumamente esclarecedor, dado que permite ser resuelto, tanto
por integracién del campo electrostatico, como a partir de la distribucién de fuentes.
Dado que la distribucion de cargas es finitamente confinada, es apropiado elegir la
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referencia de potencial en el infinito (Si no fuera asi, no seria posible la segunda
variante). A continuacién analizamos ambas posibilidades.

a) Como ya hemos deducido, el campo electrostatico en el eje de un anillo de
radio R, que posee una carga () uniformemente distribuida, viene ddo por

k y
Qr

P00 = s

(4.35)

Elegimos como curva de integracion la semirrecta que se deasarrolla sobre el eje

=
AN
S
&=

C FREF — 0

QO

z, desde 7 = (0,0, z) hasta infinito. Por supuesto, el recorrido se hard en sentido
contrario, es decir desde infinito a 7. Para no confundir el pardmetro de ntegracion
con la posicion del punto de llegada, decimos que la coordenada que corre a lo largo
de la semirrecta se llama z’. Entonces un elemento de dicha recta sera

-

dl = —d'k (4.36)

donde el signo menos pone de manifiesto que la curva se recorre acercandose al
origen. Entonces el potencial serd

T oS e8] k?QZ/ v )Y
V(0,0,2) = — E-dl = —/ ke (dE) (437)
C TrEF z (RQ 2/2)
Resolviendo el producto escalar tenemos
"dz
V(0,0,2) = kQ SR (4.38)
z R2 + z’ 2
La integral se resuelve facilmente por sustitucién haciendo
u= R4 =  du=2d (4.39)
Entonces
kQ [ du kQ 2
V.02 =2 [0S - 4.40
( ?) 2 Jr2qz2 ud/? 2 \/1“2274-2’2 ( )
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O en forma mas compacta

k
V(0,0,2) = \/RQLW (4.41)

b) Ahora repetimos el célculo a partir de la distribucién de carga. Para ello
utilizamos la integral sobre el dominio de la distribucion, que para este caso toma
la forma

dQ

=k — S
D ‘F—r’

dQ

=k /D 4(R2+z’2)1/2

V (0,0, 2) (4.42)

donde se ha obsrtvado que el denominador del integrando es simplemente la distancia
entre un elemento del anillo y el punto (0,0, z). Como tal distancia es invariante en
el proceso de integracién, puede ser tratada como una constante. Entonces
k
V(0,0,2) = 5 / @ (4.43)
(RZ + 2/2) D

La integral remanente puede interpretarse como la carga total del anillo, por lo que
concluimos que

V(0,0,2) = o (4.44)

VvV R2 + 27

que coincide con el resultado de la parte a.

El lector podra apreciar que la segunda resolucion es claramente mas sencilla
que la primera. Esto no siempre es asi, por lo que sugerimos que se ejercite mucho
sobre este tipo de resoluciones, hasta adquirir experiencia para elegir el camino.

4.10. Energia potencial de un sistema de particu-
las cargadas.

Consideremos un sistema de particulas con cargas @1, Qo, ..., Qn, rigidamente
emplazadas en posiciones 7 1, 7 2y e . La energia potencial electrostatica que posee
el sistema, por definicion, coincide con el trabajo cuasiestatico hecho por agentes
externos para “construirlo”. En otras palabras, es el trabajo que hubo que hacer
para tranportar cada particula desde el infinito hasta su posicion r';. Para calcular
estos trabajos, pensemos que el proceso es secuencial. Primero supongamos que
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todas las particulas estan en el infinito. Para traer la primera, no hay que enfrentar
ningin campo, por lo que el trabajo es nulo. Asi situamos la particula 1 en /1. Ahora
hay que trer la particula 2 hasta 175. Entonces nos enfrentamos al campo producido
por la 1. Si logramos instalar la 2 en su posicién definitiva, habremos realizado un
trabajo igual a la energia potencial adquirida por el sistema de dos particulas. Esto
es

k
7]

Al traer la tercera particula, el recorrido debe hacerse bajo la influencia de las
dos primeras. Y asi sucesivamente hasta completar el procedimiento. En la tabla
siguiente, mostramos los trabajos involucrados en cada traslado

Particula 1 : 0

Particula 2 : kG
| rlo—ry

Particula 3 : k1Qs 4 _kQ2Qs

: ‘ e — R ‘ (446)
Particula 4 : F1Qa kQ2Q4 kQ3Q4

. | =’y | ra=rs | ra—r’s |
Particula N : FQUON 4 kQQy o _kQsQy 4 4 kOno1On

' ‘ r'N—1"1 ‘ ' N—r'2 ‘ ’ =13 | ’ P oN—T N1 ’

La energia potencial adquirida por el arreglo final es la suma de todos los trabajos
realizados en el proceso constructivo. Observe que la suma de todos los términos de
la tabla puede sintetizarse como sigue

(4.47)
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Capitulo 5

Electrostatica en medios
conductores

5.1. El modelo microscépico.

Comencemos por imaginar un modelo microscopico de conductor sélido. Una
version muy simplificada se compone de las siguientes partes:

a) Un arreglo tridimensional compacto de iones positivos, cuyas posiciones rela-
tivas se mantienen constantes (red fija). Cada uno de los iones puede pensarse como
un atomo del metal, que ha cedido uno o dos electrones al momento de tomar parte
del cuerpo al que pertenece.

b) Un gas ideal de electrones de conduccién, que deambulan libremente como si
estuvieran en una cavidad cuyas paredes son las fronteras del cuerpo. Estos elec-
trones son cedidos por los dtomos al convertirse en iones positivos para formar el
cuerpo.

Con este modelo cabe imaginar que la carga positiva permanece fija dentro del
conductor y distribuida uniformemente en su volumen. Por su parte, los electrones
de conduccién son méviles y se distribuyen en forma estadisticamente uniforme en
todo el volumen del conductor. Con esto, podemos entender que el conductor resulte
a priori local y globalmente neutro.

Ahora nos preguntamos ;Cuanta carga positiva y negativa habra dentro de un
conductor? Para fijar ideas, imaginemos una muestra ctiibica de metal de 1 em de
lado. Una distancia tipica de separacion entre nicleos atémicos en un sélido es del
orden de 1 Armstrong = 1078 em. Entonces en la muestra caben 10%* iones. Si por
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cada i6n existe 1 electrén de conduccion, la muestra tendra un gas ideal formado
por 10?* electrones uniformemente distribuidos en 1 e¢m?. Por tanto, la densidad
serd tipicamente del orden de 10?* particulas por centimetro cibico. Recordando
que la carga elemental es e = 1,6 x 1071 C, tenemos que la densidad de carga
positiva fija en la red de iones sera

pr = 1,6 x 10° C/em? (5.1)

Por su parte, los electrones de conduccién se distribuyen estadisticamente con una
densidad promedio

p- = —1,6 x 10° C/em? (5.2)

Por ser el conductor eléctricamente neutro, tanto en general cono localmente, el
mismo no genera a prioi campos electrostaticos macroscopicos.

Este modelo, a pesar de ser muy simplificado, posee los elementos modernos
escenciales. Esto es, da cuenta de los portadores de carga tal como se los concibe
actualmente, incluyendo sus condiciones de movilidad. Sin embargo, cuando se for-
mul6 la teorfa electromagnética hoy vigente (mediados del siglo XIX), los cientificos
estaban ain muy lejos de la formulacién de un modelo microscopico detallado. Evi-
dentemente la carencia de dicho modelo no fue escollo para alcanzar una formulacién
correcta. Por esto es que conviene repasar brevemente lo que pensaban en lo que
llamaremos “el modelo clasico”.

5.2. EIl modelo clasico.

La concepcién clasica acerca de la carga consiste en suponer que sus dos formas
posibles (positiva y negativa) pueden interpretarse como dos fluidos andlogos. Esto
es que ambos tienen idéntica movilidad y que ambos residen en idénticas propor-
ciones dentro de los conductores. Asi es que los cientiificos antiguos pensaban en la
posibilidad de migracién tanto de cargas positivas como negativas.

.Por qué este modelo no falla? Simplemente porque la formulacién del electro-
magnetismo no puede distinguir a priori si un cuerpo cargado positivamente, lo
esta por exceso de carga positiva o por defecto de carga negativa. En tal sentido, el

modelo clésico no es erréneo al nivel en que la teoria lo requiere’.

!Una paradoja que puso de manifiesto las limitaciones del modelo cldsico surgié con el efecto
Hall, al que nos referiremos mas adelante.
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5.3. Conductores con carga no compensada.

Cuando nos referimos a un conductor cargado, entendemos que sobre él pueden
reconocerse sectores en los que existe carga no localmente compensada. Esto puede
darse mediante dos mecanismos:

a) Cuando el conductor tiene un exceso real de cargas de un tipo, ya sea por
exceso de electrones de conduccién (carga negativa), o por defecto de los mismos
(carga positiva). Para que tal mecanismo pueda darse, es indispensable el transito
de cargas desde o hacia otros cuerpos, por lo que decimos que el proceso de carga
es por contacto.

b) Cuando el conductor es sometido a un campo externo, su carga interna se
redistribuye originando sectores con densidades de carga no nulas. Cuando un cuerpo
adquiere carga local mediante este mecanismo, decimos que ha sido cargado por
induccion.

En lo que sigue de esta seccién, nos referiremos al caso en que el conductor
ha adquirido un exceso de carga (caso a). Pospondremos el tratamiento del caso
inductivo para secciones posteriores.

Para comprender los procesos internos en el conductor, cuando el mismo adquie-
re un exceso de carga, utilizaremos una idea basada en el modelo clasico (aunque
con algo de caricatura). Imaginemos una pizzera sobre una mesa desprovista de toda
propiedad eléctrica. Supongamos ahora que tres pelotitas de ping-pong igualmente
cargadas, se liberan sobre la pizzera. Sus repulsiones mituas las llevaran a topar con
el borde y quedar estaticas en posiciones que forman los vértices de un triangulo
equilatero. En tales condiciones, cada pelotita estara afectada por las fuerzas de
interaccién con las otras dos, y la fuerza de vinculo debida al borde de la pizzera.
Observe que cada una de las pelotitas se encuentra en equilibrio estable. Si el expe-
rimento se repitiera con n pelotitas, es facil imaginar que las mismas se acomodarian
sobre el borde de la pizzera formando los vértices de un poligono regular de n lados.

Homologando esta idea intuitiva con el funcionamiento de un medio conductor,
podemos extraer algunas conclusiones importantes. En primer lugar, si pensamos que
dentro de un sélido conductor existe un exceso de carga, sus interacciones multiples
combinadas con su movilidad las llevaran hasta la superficie. Durante el “proceso
transitorio.®® que las cargas estan reorganizandose, no habra equilibrio, por lo que
diremos que la situacién no es electrostatica. Finalmente se alcanzara el equilibrio
estable cuando la carga se sitiie sobre la superficie.

Notese que esta conclusion es independiente de la forma del cuerpo.

Por otra parte, la simetria del modelo planteado conduce a una distribucién
de carga uniforme. De esto puede concluirse que un exceso de carga en una esfera
conductora se distribuira sobre su superficie con una densidad uniforme. Noétese
que este efecto requiere la simetria del cuerpo, por lo que no debe considerarse un
resultado general.
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5.4. Campo y potencial electrostaticos en el inte-
rior de un conductor.

Ya hemos visualizado que los excesos de carga, en condiciones electrostaticas, se
sitian en la superficie del conductor. Ahora podemos preguntarnos ;Como serd el
campo electrostatico generado por la distribucién de carga superficial? Para respon-
der esta pregunta, comencemos por recordar que, tanto en el modelo microscépico
como en el clasico, el conductor estd dotado de cargas libres de moverse por su
volumen. Entonces si hubiera campo electrostatico dentro del conductor, habria
migracién de cargas libres. Tal movimiento estaria animado por las fuerzas elec-
trostaticas que el campo ejerceria sobre dichas cargas. En conclusién, estariamos en
una situacion no electrostatica, en clara contradiccién con la hipdtesis de partida.
Por lo tanto, estamos en condiciones de asegurar que el campo electrostatico en el
interior de un conductor, en condiciones electrostaticas, es nulo.

Por otra parte, dado que el campo electrostatico puede derivarse siempre de un
potencial, concluimos que el potencial electrostatico dentro de un conductor (en las
condiciones antes mencionadas) debe ser constante. Obsérvese en particular, que
la superficie del conductor debe ser una superficie equipotencial. De esto ultimo se
deduce que el campo electrostatico (que se desarrolla hacia afuera del conductor)
debe ser localmente perpendicular a la superficie.

5.5. El fendmeno de induccion electrostatica.

Se denomina induccion a la reorganizacion de cargas que tiene lugar en un con-
ductor, cuando el mismo se encuentra bajo los efectos de un campo electrostatico de
origen externo. Para fijar ideas consideremos el ejemplo en que una esfera conductora
neutra y aislada, se encuentra frente a una particula que posee carga positiva. Aun-
que dentro de la esfera ocurrira un tnico proceso relativamente complicado, nosotros
podemos enumerar una serie de procesos simples que ayudaran a la comprension del
fenomeno en conjunto.

a) La particula con carga positiva genera un campo electrostatico que, en prin-
cipio, ocupa todo el espacio circundante incluyendo el interior del conductor.

b) El gas de electrones libres del conductor es afectado por el campo externo,
por lo que dichos electrones se mueven orientados por el campo hasta que cierta
fraccion de carga negativa alcanza la superficie.

c¢) La carga negativa acumulada en la superficie genera un campo electrostatico
adicional que se propaga tanto dentro como fuera del conductor.

d) El flujo de carga negativa hacia la superficie termina cuando el campo en el
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interior del conductor se hace nulo. Esto ocurre cuando la carga negativa residente
en la superficie genera un campo que cancela en todos los puntos interiores al campo
externo.

e) El gas de electrones remanente se redistribuye uniformemente en el interior
del conductor. En estas condiciones, las cargas positivas y negativas de la parte
volumétrica quedan descompensadas. Sobre la esfera reside una distribucién vo-
lumétrica uniforme de carga positiva, que genera un campo electrostatico radial
(dirigido hacia afuera) en toda la regién interna.

f) Nuevamente el gas de electrones libres es afectado por un campo electrostatico
que lo obliga a contraerse a un volumen ligeramente menor que el de la esfera. Tal
contraccion se detiene cuando la densidad de electrones aumenta hasta compensar
la densidad de carga positiva.

g) La compensaciéon de cargas debida a la contraccién del gas de electrones,
cancela nuevamente el campo interno. Como consecuencia de la contraccién, aparece
un delgado casquete de carga positiva no compensada, que admite ser modelado
como una densidad superficial de carga positiva. La simetria del sistema permite
inferir que tal distribucion es uniforme.

h) Finalmente el sistema se encuentra en equilibrio electrostético.

Analicemos ahora la situacién final. La carga macroscépicamente observable se
encuentra distribuida en la superficie de la esfera. La densidad superficial de carga
se compone de dos contribuciones cualitativamente diferentes. La primera es una
distribucion de carga negativa (en general asimétrica) debida directamente a la in-
fluencia del campo externo. La segunda es una distribucién de carga positiva (en este
caso simétrica), que se debe al reordenamiento de la carga remanente del conduc-
tor. Obsérvese que ambas distribuciones deben ser tales que el campo electrostatico
interno se anule.

Finalmente analicemos el campo electrostatico externo. Recordemos que origi-
nalmente solo existia el campo generado por la particula de carga positiva. Ahora
debemos agregar las contribuciones de las dos clases de carga que residen en la
superficie.

5.6. Otra vuelta de tuerca sobre los mismos con-
ceptos.

La secuencia detallada en la secciéon anterior, permite discriminar acerca de la
“funcionalidad”de las dos distribuciones de carga que conviven en la superficie del
conductor. La primera, negativa y asimétrica, es la encargada de garantizar la nuli-
dad del campo electrostatico interior “ante el intento invasivo del campo externo”.
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Con esta mirada, podriamos decir que estas cargas inducidas son “centinelas”del
conductor. Ellas estan obligadas a permanecer en sus emplazamientos mientras el
campo externo siga presente.

Por su parte, la carga remanente permanece ajena a la disputa. Ella se comporta
como cualquier excedente de carga. Se sitia en la superficie a expensas de sus inter-
acciones multiples, de modo de no afectar con su propio campo al volumen interior
del conductor. Esta parte de la carga superficial es “transferible” por contacto a otros
cuerpos. Asimismo, carga proveniente de otros cuerpos puede ser recibida y se reor-
ganizaran sin perjuicio de las cargas centinelas. A todas estas cargas que se ponen
en juego por contacto, las llamaremos “cargas circulantes”, para diferenciarlas de
las cargas centinelas que estdn obligadas a permanecer fijas.

Aun cuando todo el razonamiento anterior haya sido comprendido y aceptado,
sobrevive una pregunta algo molesta: ;Qué hubiera ocurrido si la particula genera-
dora del campo externo hubiese tenido carga negativa? Nuestro modelo microscépico
nos dice que el razonamiento no puede ser analogo. En efecto, la diferencia de mo-
vilidad entre cargas positivas y negativas hace que el modelo no sea “simétrico.®®
su respuesta. Sin embargo, el modelo clasico admite tal simetrizacion. ;Cémo sa-
limos de este enriedo? Una idea muy viable consiste en suponer que el deficit de
electrones de conduccién en cualquier porcion del conductor, pueda interpretarse
como carga positiva. Y mas atn, si las densidades de carga positiva fluctiian con
el tiempo (procesos transitorios), podemos atribuir tales fluctuaciones al “flujo”de
carga positiva entre diferentes partes del conductor. Asi los dos modelos convergen,
y podemos decir que las conclusiones alcanzadas para el caso de la particula positiva
son cualitativamente idénticas al caso de carga negativa. Sélo se requiere permutar
los signos de las cargas®?.

5.7. Generalizaciones y resumen de propiedades.

Hasta este punto hemos presentado algunos modelos que facilitan la comprension
de los procesos internos en un conductor. Aunque los mismos fueron utilizados para
analizar situaciones particulares, algunas conclusiones resultan de caracter general.
En tal sentido, transcribimos aqui estas propiedades generales, apelando a la refle-
xion del lector en lo que concierne al alcance de las generalizaciones. Las propiedades
que siguen valen para todos los conductores en condicones electrostaticas.

2El lector habra advertido que la simetria entre los resultados no implica la simetria de los
procesos. En efecto, un buen ejercicio podria ser que el estudiante imagine el proceso para el caso
de carga negativa, segun las pautas del modelo microscépico.
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I) La carga macroscopicamente observable se aloja en la superficie del cuerpo.

II) El campo electrostatico en el interior del cuerpo es nulo.

III) El potencial electrostético en el interior del cuerpo es constante, por lo que
su superficie es equipotencial.

5.8. El electroscopio.

El electroscopio es un instrumento disenado para detectar carga eléctica no com-
pensada, residente en cuerpos macroscopicos. El mismo estd formado por una pe-
quena esfera, una varilla de transmisién y dos ojuelas articuladas. Todas estas partes
son conductoras y conectadas entre si (ver figura). Con excepcién de la esfera, el resto
de las partes se encuentra dentro de una capsula de vidrio para evitar interacciones
atmosféricas no deseadas.

Veamos como funciona el electroscopio. Comencemos por lo més simple que
consiste en poner en contacto la esfera del instrumento con el cuerpo a medir. Si dicho
cuerpo esta cargado, transferird una parte de su carga al electroscopio. Esta carga se
distribuira por la superficie de todo el cuerpo conductor que forma el instrumento,
incluyendo las ojuelas metélicas articuladas. Estas tultimas, al adquirir cargas del
mismo signo se repelen entre si, separandose apreciablemente. Tal separacion de las
ojuelas se utiliza como recurso de visualizacion acerca de la carga residente en el
instrumento.

Veamos ahora una situaciéon algo més compleja. Si un electroscopio descargado
se acerca (sin tocar) a un cuerpo cargado, se pone bajo la influencia de su campo
electrostatico. Entonces sobre la esfera ocurre el fendmeno de induccién. Esto es,
cargas centinela neutralizan el campo interno, mientras un remanente de cargas cir-
culantes se redistribuye por todo el cuerpo del electroscopio. Estas tultimas alcanzan
las ojuelas y se observa su separacion. En tal sentido, decimos que el electroscopio
funciona también como detector de campos electrostaticos.

5.9. Conexion a tierra.

Consideremos dos esferas conductoras idénticas y supongamos que una de ellas
se encuentra inicialmente cargada mientras que la otra permanece neutra. Nos pro-
ponemos un analisis intuitivo acerca del estado final que alcanzaran las esferas si se
las pone en contacto. Para ello retomamos nuestro modelo caricatura, ahora conside-
rando dos pizzeras iguales. Para representar el contacto imaginamos que las pizzeras
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se tocan, y en el punto de contacto se hace un corte en las paredes, que permite el
paso de pelotitas de ping pong de una pizzera a la otra. Supongamos que inicialmen-
te en una de las pizzeras habian 21 pelotitas. Las mismas estarian uniformemente
distribuidas sobre el borde y en equilibrio mecénico estable. Tal equilibrio se logra
cuando la pared de la pizzera aporta una fuerza sobre cada pelotita, de igual médulo
y sentido contrario a la que ejercen sobre ella las 20 restantes. Ahora bien, supon-
gamos que una pelotita estd justo en la puerta que conecta las dos pizzeras. Alli la
pared no aporta su fuerza equilibrante, por lo que la pelotita es expulsada hacia la
otra pizzera. Las 20 restantes se reordenan, y supongamos que una de ellas queda
nuevamente en el punto de contacto. El proceso se repite. . .

Pero, ;hasta cuando seguira este proceso? Supongamos que 10 pelotitas han
pasado y la onceava estd en puerta. Sobre ella ejerceran fuerzas las 10 que aun
permanecen en la primera pizzera, pero también se haran notar las 10 que ya pasaron.
La simetria del sistema garantiza que la suma de las fuerzas sobre la onceava pelotita
es nula. Entonces el proceso se interrumpe, y més alla del hecho anecdético de quién
se quedara con la onceava pelotita, podemos decir que ambas pizzeras se habran
repartido las pelotitas en partes iguales.

Este analisis caricaturezco puede considerarse analogo al reparto de cargas en-
tre dos esferas conductoras idénticas, que puestas en contacto adquiriran idénticas
cantidades de carga. Pero jsi las esferas no fueran iguales? O bien, ;si las pizze-
ras no fueran iguales? Reflexionemos sobre esto. Consideremos la misma situacion
anterior, aunque ahora la pizzera inicialmente vacia tiene un radio mayor que la
cargada. El proceso es escencialmente el mismo hasta que la onceava pelotita llega
a la puerta. Ahora las interacciones no son simétricas, dado que las distancias son
mayores en la pizzera grande. Por tanto la fuerza resultante sigue apuntando en el
sentido que favorece la transferencia. Por supuesto, el proceso continuara hasta que
las cantidades de carga de uno y otro lado equilibren la fuerza sobre la particula en
puerta. Asi tendremos que el mimero de pelotitas finales serd mayor en la pizzera
mas grande. Por extensién inmediata, diremos que si una esfera cargada se conecta
con otra descargada de mayor radio, al final la carga se habra repartido de modo
que la mayor de las esferas tenga mas carga que la otra.

Si existe un sistema que ha sido objeto de los més diversos modelados, ese sistema
es nuestro nunca bien ponderado planeta. Desde el humillante modelo de particula,
hasta los complejos (pero no menos reduccionistas) modelos macroeconémicos, la
tierra sigue adaptdandose a las miradas cientificas. Nosotros, para no ser menos,
modelaremos la tierra como una gran esfera conductora neutra. Y lo interesante es
que la tierra, conciente de nuestra necesidad académica, nos complace respondiendo
razonablemente bien a tan extraio requerimiento®.

Una vez admitido esto, es facil imaginar lo que sucede si una esfera cargada,

3Valga esta pequefia humorada, para que el estudiante nunca olvide que todo cuanto especula-
mos se encuentra en el universo de los modelos. Serd pues la naturaleza la que siempre tendrd la
dltima palabra acerca de nuestras especulaciones.
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cuyo radio es del orden de nuestra escala cotidiana, se conecta a tierra. Simplemen-
te, se descarga. En sentido esctricto, nuestro razonamiento anterior conduce a que
la carga se repartira entre la tierra y la esfera en partes de algiin modo relacio-
nadas con sus respectivos tamanos. De esto se desprende que, al resultar la esfera
muy pequena comparada con la tierra, la carga que puede retener en el proceso es
despreciablemente pequena.

Naturalmente, este razonamiento puede extenderse a cualquier cuerpo conductor
de dimensiones del orden de nuestras escalas cotidianas. El proceso se denomina
conexion a tierra, y en todos los casos tiene como consecuencia la descarga del
cuerpo, cualquiera que hubiera sido el signo de su carga.

5.10. Mas sobre electroscoépios.

Un procedimiento habitual con el electroscépio consiste en cargarlo a partir de
la induccién. Veamos cudles son los pasos:

a) En primer lugar, la esfera del electroscépio se pone bajo la influencia de un
campo electrostatico generado por cualquier objeto cargado (sin que se produzca
el contacto). Entonces, sobre el instrumento aparecerdn cargas centinela y el co-
rrespondiente remanente de cargas circulantes. Las primeras se sitian en la esfera,
mientras que las otras se distribuyen por toda la superficie metalica, dando lugar
a la separacién de las ojuelas. Observemos los signos. Las cargas centinelas son de
signo opuesto al de la fuente del campo. Por su parte, las cargas circulantes tienen
el mismo signo que dicha fuente.

b) En segundo lugar se establece la conexién a tierra del electroscépio. Esto
puede hacerse simplemente tocando la esfera con la mano. En este proceso, las cargas
circulantes abandonan el electroscopio y las ojuelas se juntan. Mientras tanto, las
cargas centinela permanecen en sus lugares.

c¢) Finalmente, se retira la fuente del campo. Las cargas centinela quedan libera-
das y constituyen un exceso neto de carga en el conductor. Entonces se distribuyen
por toda su superficie, haciendo que las ojuelas se separen nuevamente. Nétese que
el instrumento ha adquirido carga neta, y la misma es de signo contrario al de la
fuente inductora.
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5.11. Una mirada mas formal sobre las esferas
cargadas.

Hasta este punto, hemos visto intuitivamente que un exceso de carga residente
en una esfera conductora, se distribuye uniformemente en su superficie. Dada la
simetria de la distribucion, es facil reconocer, con ayuda de la ley de Gauss, que el
campo electrostatico exterior a la esfera, coincide con el de una particula puntual
que concentre la misma carga que la esfera y se situe en la misma posiciéon de su
centro. Se sigue de esto que el potencial asociado también corresponde al de una
carga puntual. Entonces, si la esfera tiene radio R y carga (), tenemos

Emzﬁg% vmzﬁg

R<r 5.3
= : (53)
donde el cero de potencial se ha elegido en el infinito.

En particular, el campo electrostatico justo afuera de la superficie, y el potencial

sobre ella (y en todo su interior) serdn

La correspondiente densidad superficial de carga sera
Q@
0= (5.5)

Resulta interesante relacionar el campo electrostatico justo afuera de la superficie de
la esfera, con la densidad de carga residente en dicha superficie. Para ello combinamos
las expresiones (5.4) y (5.5), con lo que obtenemos

E(r — RY) = drkoi = —F (5.6)
€0
Esta relacién indica que el campo electrostatico es proporcional a la densidad su-
perficial de carga.

Analicemos ahora la conexién entre dos esferas cargadas. Supongamos que sus
radios son Ry y Ry y sus cargas iniciales respectivas ()7 y (2. Para que puedan
despreciarse sus influencias mutuas, supongamos que las esferas estdan situadas en
posiciones muy distantes. Entonces estamos en condiciones de hacer la conexién
mediante un cable largo. Cuando se hace efectiva la conexién, ocurrird un reorde-
namiento de cargas, hasta restituir el equilibrio electrostatico. Dicho equilibrio se
dara cuando ambas esferas alcancen el mismo potencial®. Una vez concluido el pro-
ceso transitorio, retiramos el cable. Denotaremos con letras primadas las magnitudes
correspondientes al estado final. En la figura esquematiza la secuencia de pasos. De

4Esto debe darse porque el cable junto con las dos esferas, mientras dura la conexién, constituyen
un tnico conductor. Por tanto, el potencial debe ser el mismo en todas las partes.
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transitorio
) O

la conservacion de la carga tenemos

Q1+ Qy=Q1+Q (5.7)
De la igualdad de los potenciales tenemos

V=V LQllfLQI? _ Qillle
1=V =

= _— 5.8
Ry Ry Q5 R (5:8)

Obsérvese que esta conclusion coincide con la idea intuitiva desarrollada en secciones
anteriores. Pero ahora tenemos presicion: El cociente entre las cargas es igual al
cociente entre los radios respectivos. Veamos qué sucede con las densidades.

SR Y ) 9
oy ATRY Q4 Q R R R '

Ry

Entonces, el cociente entre las densidades superficiales de carga es igual a la inver-
sa del cociente de los radios respectivos. Esto significa que, una vez restituido el
equilibrio electrostratico, la esfera de menor radio tendra menor carga, pero mayor
densidad superficial de carga y mayor modulo del campo electrostatico justo afuera
de la superficie.

5.12. Condiciones de contorno.

Cuando existe una superficie limite entre dos medios cualitativamente diferentes,
decimos que la misma es una frontera o un contorno. Las condiciones de contorno
en sentido fisico, son propiedades de los campos (escalares o vectoriales) que, de
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acuerdo con las caracteristicas de los medios en contacto, pueden deducirse a priori.
Entonces, tales condiciones pueden imponerse en los calculos, muchas veces como
recurso indispensable para ciertas resoluciones.

En nuestro caso particular, estudiamos la superficie limite entre el vacio y un
medio conductor®.

Segin hemos discutido ya ampliamente, el campo electrostatico dentro de un
conductor en equiliblibrio electrostatico es nulo. Por esto, su volumen es equipoten-
cial y, en particular su superficie también lo es. Entonces la condiciéon de contorno
para el potencial es

V (7s) = Vo (constante) (5.10)

donde 7, representa cualquier punto de la superficie del conductor.
Por su parte, las condiciones para el campo electrostatico pueden sintetizarse
como sigue

< (5.11)

donde 71 y 7% son posiciones justo afuera y justo adentro de la frontera respectiva-
mente, en inmediaciones del punto 7, mientras que 7 es el versor normal exterior a
la frontera en 7.

5.13. Mas generalizaciones y resumen de propie-
dades.

Los tratamientos de las secciones anteriores, admiten ser generalizados, para
cuerpos conductores de formas arbitrarias. Sin embargo, la complejidad matemati-
ca de tales generalizaciones nos impide abordarlas en este contexto. Por tanto nos
restringiremos a enunciar, sin demostracion, algunas propiedades generales que se
agregan a la lista dada en la seccién 8.7. Naturalmente, sugerimos que el lector refle-
xione sobre la consistencia de estos enunciados con los casos particulares tratados.

IV) La densidad superficial de carga es tanto mayor, cuanto menor sean los radios
de curvatura de la superficie.

5Es habitual referirse a las superficies limite entre dos medios como interfaces. Observe que en
singular la palabra es interfaz, la que podria interpretarse como “cara intermedia”. Hacemos esta
aclaracién porque probablemente la palabra proviene de traducciones del inglés, y podria confun-
dirse con “interfase” (“s.e™ lugar de “c”), que significa “intermedio entre dos fases.®® terminologia
quimica.
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V) El campo electrostatico justo al lado de la superficie es proporcional a la
densidad de carga residente en ese lugar de la superficie. La relacion es

o(i),,

E(F) = dnko (F,)n =
€0

(5.12)

donde 7 es una posicién sobre la superficie, 7 es un punto infinitesimalmente
proximo a 7 justo afuera de la superficie, y n es un versor normal exterior a la
superficie en el punto 7.

5.14. Cavidades de paredes conductoras. Blinda-

je.

Consideremos una cavidad cerrada de forma arbitraria que se encuentra dentro de
un conductor (figura a). Supongamos que la cavidad no aloja cargas en su volumen,
mientras que cierto exceso de carga se encuentra en el conductor. Como ya sabemos,
la carga se distribuira sobre la superficie del conductor. Pero ahora el conductor tiene
superficie de afuera y superficie de adentro. Entonces nos preguntamos ; Habra carga
distribuida en la superficie de adentro? ...

Comencemos el analisis eligiendo una superficie cerrada S imaginaria comple-
tamente contenida en la parte material del cuerpo (ver figura b). Esto es, que no
asoma ni fuera del conductor ni dentro de la cavidad. Entonces si aplicamos la ley
de Gauss sobre S tenemos

[ B-ds = Ors, (5.13)
S €0

La integral es nula porque el campo es nulo sobre toda la superficie S. Entonces la
carga (Qrs alojada en el interior de S también debe ser nula. Como no hay carga
en la cavidad (por hipdtesis), ni la puede haber en la parte maciza del conductor,
concluimos que la carga neta sobre la superficie de la cavidad es nula.

El lector puede estar tentado de pensar que la pregunta ha sido contestada. Sin
embargo, cabe una sutileza; ;No podria ocurrir que en la superficie de la cavidad
haya una region con carga positiva y otra regién con carga negativa, tal que la carga
total sea nula? En principio, el razonamiento anterior no permite descartarlo, y por
tanto debemos indagar sobre esta posibilidad.

Nuestra estrategia consiste en razonar por el absurdo. Supongamos que efectiva-
mente existe una distribucién superficial de cargas en la frontera de la cavidad (ver
figura ¢). Como la carga total debe ser nula, habra una regién con carga positiva y
otra regién con carga negativa. Entonces, en el interior de la cavidad habra lineas de
campo que comienzan en las cargas positivas y terminan en las negativas. Elijamos
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una de dichas lineas, identificindola como el tramo de curva C;. Luego, imaginamos
un segundo tramo de curva Cy, cuyos puntos extremos coinciden con los extremos
de (', pero se desarrolla dentro de la parte maciza del conductor. Observe que la
unién de C y Cy constituye una curva cerrada, a la que llamaremos C'. Entonces,
como el campo electrostatico es conservativo, debe cumplirse que

—

C=CUGC EJZ:/E.JZJr E-dl =0 (5.14)
C Cy

La integral sobre 'y es nula por ser nulo el campo E dentro del conductor. Entonces

/ E-dl =0 (5.15)
Ch

Para analizar la integral sobre C'; comencemos por reconocer que E sobre una linea
de campo nunca se invierte. Es decir que el campo siempre apunta en el sentido en
que se recorre la curva desde la carga positiva hacia la carga negativa. Si adoptamos
esta misma orientacién para los vectores diferenciales dl , observamos que la integral
sobre (] suma sobre términos estrictamente positivos. Por tanto la integral resulta
estrictamente positiva. Esto es

/C E-dl >0 (5.16)
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Las expresiones (??) y (??) son claramente contradictorias. Dicha contradiccién
proviene de suponer que existe carga distribuida en la superficie de la cavidad. Por
tanto, hemos probado que, bajo las hipdtesis propuestas, no habra carga distribuida
en las superficies de cavidades cerradas.

El analisis anterior es véalido para el caso en que un exceso de carga reside en
el conductor. Ahora bien, tal exceso puede ser un exceso neto debido al agregado
o sustraccion de electrones de conduccién. Pero también puede aplicarse al caso de
las cargas circulantes en el proceso de induccion. Cuando este es el caso, se que el
conductor sive de “blindaje.? la cavidad. Esta terminologia responde a que el campo
externo no puede “propagarse”dentro de la cavidad, impedido por el recubrimiento
del conductor. Esta propiedad es apmpliamente utilizada como recurso tecnolégico
para blindar instrumentos que pudieran ser afectados por campos eléctricos externos.
Aunque el analisis fue realizado para una cavidad cerrada, los blindajes funcionan
aun cuanlo el conductor no rodea completamente la region a proteger. Estos blinda-
jes abiertos se conocen como “jaulas de Faraday”, y constituyen una estensién (no
tan inmediata) de los conceptos explicados.

5.15. Efecto de puntas.

Cuando un conductor de forma arbitraria posee un exceso de carga eléctrica,
dicho exceso se reparte en su superficie. La densidad superficial de carga en general
no sera uniforme, a menos que el cuerpo sea altamente simétrico. Lo que siempre
ocurrira es que el cuerpo sea un volumen equipotencial. Un ejemplo de ello, es el
cuerpo formado por las dos esferas del apartado 5.11, cuando las mismas estan co-
nectadas mediante un conductor. Segun la relacién (5.9), las densidades superficiales
en cada esfera estan en relacion inversa a sus respectivos radios.

0'/ R2
U—Z =7 o' Ry = oy Ry (5.17)

Esta relacion puede interpretarse (en un sentido no estricto), como que el producto
de la densidad superficial de carga por el radio de curvatura local de la superficie
es una constante sobre toda la superficie del cuerpo®. Asi tendremos que la mayor
densidad de carga estara en los lugares donde la curvatura de la superficie sea mas
pequena.

En particular, las puntas poseen radios de curvatura extremadamente pequenos,
por lo que las densidades de carga en ellas son muy grandes. Por ejemplo, si un cubo

6El caracter informal de esta relacién reside en que no es posible ajustar una forma arbitraria de
superficie localmente con una esfera, salvo en casos excepcionales. En general esto podré hacerse con
un elipsoide, por lo que debieran especificarse dos radios en lugar de uno para definir la curvatura.
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metalico macizo posee un exceso de carga, sus vértices presentaran la maxima den-
sidad de carga. En menor grado abra carga en las aristas, y por ultimo podra haber
una densidad muy baja en las caras. Esta propiedad selectiva de la carga en relacion
con su distribuciéon en la superficie de los conductores da lugar al llamado efecto de

puntas.



Capitulo 6

Capacidad y condensadores

6.1. Concepto de capacidad.

Hasta este punto, hemos aprendido que en condiciones electrostaticas, los cuerpos
conductores resultan “volumenes equipotenciales”. Ahora nos proponemos analizar
la relacion existente entre el potencial adquirido por un cuerpo conductor, y la carga
neta residente en su superficie. A modo introductorio, recordemos que una esfera de
radio R que posee una carga (), adquiere un potencial V' (respecto del infinito) dado
por

kQ

V:
R

(6.1)
Esta expresion permite observar una propiedad que se repite en todos los cuerpos,
que podria sintetizarse como sigue: El potencial observado sobre el cuerpo (respecto
del infinito), es proporcional a la carga que posee. La diferencia que presentan los
cuerpos respecto de esta propiedad, queda siempre restringida a la constante de
proporcionalidad. Entonces cabe definir una magnitud caracteristica del cuerpo,
asociada con dicha constante, llamada “capacidad”. La misma se representa por C'
y se define como el cociente entre la carga () residente en el cuerpo y el potencial V'
adquirido por el mismo.

C =3 (6.2)

Esta definicién permite evaluar la capacidad a partir de las mediciones simultaneas
de carga y potencial sobre el cuerpo. Sin embargo la capacidad contiene solo infor-

73
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macién geométrica acerca del cuerpo. Por ejemplo en el caso de la esfera tenemos

C = 1: = 4dmeoR (6.3)

En otras palabras, la capacidad es una propiedad intrinseca del cuerpo, y por tanto
inalterable mientras el cuerpo no experimente modificaciones geométricas’.
La unidad de capacidad es el “Faradio”, que se representa por F. Su relacién
con las unidades introducidas hasta ahora es
C C?
Cl=F= == — 6.4
] === (6.4)
Aunque en la actualidad existen dispositivos cuya capacidad es del orden del Faradio,
la unidad es demasiado grande. En tal sentido, se usan mas frecuentemente los

submultiplos “microfaradio (uF')7 “nanofaradio” (nF').

6.2. Capacidad en sentido relativo.

Consideremos dos cuerpos conductores que mantienen fijas sus posiciones relati-
vas. Supongamos que ambos son originalmente neutros, y que elegimos la referencia
de potencial en uno de ellos (cuerpo 1). Ahora imaginemos una transferencia de car-
ga del cuerpo 1 al 2, de modo que al final del proceso, las cargas respectivas seran
—(@) v Q. En estas condiciones, podemos calcular el potencial del cuerpo 2, que de
acuerdo con la referencia elegida, coincide con la diferencia de potencial entre ambos
cuerpos. En estas condiciones, definimos la capacidad relativa del sistema como el

cociente entre la carga adquirida por el cuerpo 2 y su potencial respecto del cuerpo
1.

c =2 (6.5)

Esta definicion es formalmente analoga a la propuesta en la seccién anterior, aunque
la incorporacién de un “cuerpo”de referencia la hace operativamente mas adecuada
(como veremos en las aplicaciones). Nuevamente, la capacidad es una propiedad
intrinseca del sistema, que depende de la geometria. Esto es, de la forma de cada
cuerpo y de la posicion y orientacion relativas entre ambos. Ademas, la capacidad
podra depender de las propiedades del medio en el que se encuentran inmersos los
cuerpos conductores. Como hasta este punto, nuestro analisis ha sido aplicado sélo
a cuerpos en el vacio, las expresiones de capacidad s6lo contendran la constante €.

'El factor €y que aparece en el ejemplo de la esfera, también aparece en todos los cuerpos
conductores. El mismo debe interpretarse como un indicador que da cuenta que el espacio que rodea
al cuerpo es enteramente vacio. En tratamientos posteriores, veremos que la capacidad también
depende del medio circundante.
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6.3. Capacitores.

Cuando el sistema de dos cuerpos conductores de la seccién anterior, se disena con
fines tecnoldgicos, toma el nombre de capacitor o condensador. El desafio tecnolégico
consiste en producir capacitores pequenos de gran capacidad. Analizaremos ahora
algunas claves de estos disenos, a partir del estudio del mas simple de los montajes.
Esto es, el capacitor de placas plano-paralelas.

Consideremos dos placas metalicas de area A, emplazadas paralelamente de modo
que la distancia entre ellas es d. Diremos que el capacitor esta cargado con carga
(), cuando en sus placas residen respectivamente cargas —(@) y ). Diremos ademas
que la diferencia de potencial (o simplemente el potencial) del capacitor, serd la
magnitud medida sobre la placa de carga () respecto de la otra placa.

No resulta a priori sencillo entender la forma que adopta la distribucion de cargas
en este tipo de capacitores, por lo que nos limitaremos a describirlo sin una funda-
mentacién sélida?. En general se considera una buena aproximacién, suponer que las
cargas se distribuyen uniformemente en las caras enfrentadas de ambas placas. En-
tonces, a menos de pequenos efectos de borde, cabe modelar el capacitor como “una
muestra finita” del sistema formado por dos planos infinitos uniformemente cargados
con densidades —o y 0. Recordando el campo electrostatico producido por un plano
infinito uniformemente cargado, tendremos las contribuciones que se detallan en la
figura. El lector observara que las contribuciones de ambas placas se cancelan en

—0 o
B o7 _ o] _ o]
£, QEok 250k 250]{;
> -~ -~
. e e e
-~ -~ —_

las partes exteriores, mientras que se refuerzan en la parte interna. Asi tenemos que
el campo interno es

—

E=-2k (6.6)

€o

El capacitor modelado de esta manera toma el aspecto que se muestra en la figura,
donde cada placa tiene area A y la distancia entre ellas es d. Con la técnica de

2Una explicacién adecuada de este fenémeno requiere técnicas abordables en un curso de elec-
tromagnetismo més avanzado.
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—0 E’U

resolucion habitual, el potencial en la placa 2, con respecto a la placa 1 serd

P d y . d d
ve-[ Fadai=-] (—0k>~dzk;_0 =2 (67
TREF 0 €0 €0 JO €0
Reemplazando la densidad de carga o (que en nuestro modelo es uniforme), tenemos
Qd
V = == 6.8
o (6.8)
Con lo que la capacidad resulta
Q EQA
C == = — 6.9
V d (6.9)

Esta expresion muestra que la capacidad es tanto mayor, cuanto mayor sea el area
de las placas y menor la distancia entre ellas. Esta es la clave de diseno de los capaci-
tores, que aunque raramente son planos, respetan una regla similar: Dos armaduras
metdlicas de gran area y muy préximas, son las claves para obtener capacidades
significativas.

6.4. Ejemplo: Capacitor esférico.

Consideremos el montaje formado por dos piezas metdlicas esféricas. La pieza
1 es una esfera maciza de radio R;, y la pieza 2 es un casquete esférico de radio
interior Ro. Ambas piezas se montan en forma concéntrica. Supongamos ahora que
la pieza 1 posee una carga —(), mientras que la 2 tiene carga ). Argumentos de
simetria y la nulidad del campo electrostatico en volimenes conductores, llevan a
que la carga se distribuya uniformemente sobre las superficies de radios Ry y Rs.
De los mismos argumentos se desprende que sélo habra campo electrostatico en el
espacio comprendido entre ambas superficies. Dicho campo tendra la forma

E=—7 (6.10)
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Ahora calculamos el potencial de la pieza 2 respecto de la 1.

Pl R k Ry '
V:—/ E.-dl = — 2<—Q%>'dr’7‘:kQ = (6.11)

FREF Ry 7’2

1 1
V = kO ( - ) (6.12)
Para obtener la capacidad buscamos una forma mas compacta para V'

kQ(Ro— Ri) _ Q(R2— Ry)

Vo _ 6.13
R Ry dmeg Ry Ry ( )
Entonces
Q 47T€0R1R2
Cc = =2 = —-= 6.14
Vv Ry — Ry ( )

Esta expresién es muy apropiada para analizar la influencia de la “forma”del capa-
citor, respecto de la regla de disenio propuesta en la seccién 6.3. Para este caso, si la
distancia d entre superficies es muy pequena, tendremos que

d= Ry — Ry Ri=R;=R (6.15)
Con lo que la capacidad toma la forma

€0 AT R? A
d - d

C = (6.16)
Esta expresién es idéntica a la obtenida para capacitores plano-paralelos, por lo que
cabe concluir que, al menos entre las formas analizadas, la capacidad se hace poco
sensible a la forma del dispositivo, cuando las distancias entre conductores es muy
pequena.

6.5. Una analogia esclarecedora.

Antes de abordar el andlisis de la carga de un capacitor, conviene examinar una
analogia hidraulica. Imaginemos dos recipientes con sus bases unidas por un tubo.
El nivel de liquido serd el mismo en ambos recipientes. Supongamos que el tubo
de conexién posee una exclusa y una bomba (Ver figura a). Supongamos ahora que
inicialmente la exclusa esta abierta, y se pone en marcha la bomba. Entonces el
liquido sube en el recipiente de la izquierda y baja en el de la derecha. Este proceso
continua hasta alcanzar el limite de la capacidad de la bomba. Si ahora se cierra la
exclusa, los niveles de liquido quedaran como en la figura b.
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Analicemos algunos aspectos de lo ocurrido. En primer lugar, nétese que la bom-
ba hizo trabajo sobre el fluido, que se manifiesta presentando un “desnivel”. Este
desnivel puede considerarse como, una “reserva de energia”, aportada por la bomba,
que puede “guardarse.®® el dispositivo formado por los dos recipientes. El montaje
puede ser transportado sin perjuicio de la energia que almacena y la misma puede
ser utilizada cuando sea necesario. ;Como se la puede utilizar? Simplemente colo-
cando en el lugar de la bomba, una maquina hidraulica cualquiera que se accione
por circulacion del fluido a través de ella. Observemos ademas que el fluido devol-
vera la energia almacenada con la asistencia de un campo conservativo: el campo
gravitatorio.

a) b)

& O

En varios aspectos, los capacitores funcionan en forma analoga al sistema hidrauli-
co presentado. En la seccion siguiente desarrollaremos la analogia.

6.6. Carga de capacitores.

En primer lugar, corresponde que interpretemos el capacitor como el montaje
formado por los dos recipientes. Por su parte, el campo electrostatico residente en
el capacitor cargado, juega un papel analogo al del campo gravitatorio. El objeto
eléctrico equivalente a la bomba es una pila. Aunque mas adelante trataremos en
detalle el funcionamiento de la pila, en este punto la introducimos simplemente como
un objeto que puede aportar energia y garantizar una diferencia de potencial (de la
misma manera que la bomba puede producir una diferencia de alturas en los niveles
de fluido en cada recipiente). Por tltimo, la exclusa puede homologarse con un
interruptor. Los simbolos usuales se muestran en la figura, y luego se los combina
para representar un sistema analogo al montaje hidraulico. Este tipo de diagrama
representa un “circuito”, donde las lineas que unen los elementos son conductores
(por ejemplo, cables). En nuestro modelo didéctico lo anédlogo a los cables son los
tubos por los que circula el fluido.

. Que podemos decir entonces de un capacitor cargado de esta manera?
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E—

| Capacitor

I Pila

interruptor | |

a) Que alcanzara una diferencia de potencial equivalente a la que garantiza la pila.
b) Que acumulara energia cedida en forma de trabajo por la pila.

¢) Que dicha energia podrd guardarse en el capacitor, atin cuando se haya desconec-
tado la pila.

d) Que la energia podra ser devuelta por accién del campo electrostético residente
en el interior del capacitor.

6.7. Conexion entre capacitores.

Consideremos dos capacitores cuyas capacidades son Cy y C5. Suponga que se
los conecta respectivamente a pilas que garantizan diferencias de potencial V; y V5.
Entonces, las cargas seran.

Q1 =CVi y Q= (s (6.17)

Supongamos ahora que los capacitores se conectan como indica la figura a. Aqui re-
sulta muy importante observar la polaridad de los capacitores. Esto es, cual de sus
placas es positiva y cudl es negativa. Observemos el caso planteado en la figura. Las
placas de la izquierda estan conectadas por un conductor, por lo que ambas deben
tener el mismo potencial, al que podemos elegir como “cero”. Recordemos que la
carga de un capacitor y su potencial se miden sobre una de las armaduras, respecto
de la otra. Respetando una tnica referencia y observando los signos indicados en la
figura, tenemos que )7 y Vi son magnitudes positivas, mientras que ()2 y V5 son
negativas (Observadas sobre las placas de la derecha).

Ahora supongamos que se cierra el interruptor S, de modo que luego de un
breve lapso, el conjunto recupera el equilibrio electrostatico. En las condiciones fi-
nales (figura b), también el potencial del lado derecho debe ser el mismo en ambas
placas. Entonces, si indicamos las magnitudes del estado final con letras primadas,
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Cl Cl
|| @1, Vi || Q1 W
a) i b) 0+
S | S
CQ C'2
1= |+
11 Qo Vi o, vy
tendremos
Vi = %11 Q! /
i=v, - =22 (6.18)
V= @ Ch Cy
Cy

Por otra parte, la conservacion de la carga implica que

QL+ @ = Q1+ @ (6.19)

Las relaciones (6.18) y (6.19) constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas, cuya solucion es inmediata

& - ¢ 9%
(6.20)

/o Q1+Q2
@y = G2 &5

Reemplazando en cualquiera de las primeras ecuaciones (6.18), obtenemos el poten-
cial del estado final

/ / Ql + Q2
_ _ 21
i V2 Cy + Oy (6.21)

Aqui debemos enfatizar que ()7 y ()5 tienen signos determinados por la “polari-
dad”que les corresponde a cada capacitor en la conexion inicial. Entonces la suma
@1 + Qs tendra un signo que debe respetarse. La figura b corresponde al caso en que
la suma es positiva. Entonces queda la polaridad indicada, y el potencial es mayor
en las armaduras derechas que en las izquierdas. Pero habra casos en que ocurre lo
contrario, o mas ain, que tanto las cargas finales y el potencial final resulten nulos.
Dejamos a cargo del lector que analice las circunstancias en que pueda ocurrir esto.
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6.8. Capacitores en serie y en paralelo.

En algunas situaciones, dispositivos que forman parte de un circuito se conec-
tan en formas que reciben nombres particulares. Nosotros veremos dos casos muy
frecuentes de conexion que se conocen como serie y paralelo. A continuacién descri-
bimos cada caso.

a) Conexion en serie: Cuando dos capacitores inicialmente descargados, se co-
nectan uno a continuacién del otro, formando parte de un circuito mas grande, se
dice que estén conectados en serie. (Ver figura a). Note que una placa del capacitor
1 esta conectada con una placa del capacitor 2, y el conductor que las une no tiene

C, Oy Ce
A || || B A H B

bifurcaciones. Como inicialmente ambos capacitores estdn descargados, la carga to-
tal residente en las placas vinculadas y el cable que las une, debe ser nula. Entonces
si una placa adquiere carga (), la otra debe tener —(). En otras palabras, los dos
capacitores adquieren la misma carga. Por otra parte, la diferencia de potencial en-
tre los puntos A y B serd la suma de las diferencias de potencial de cada capacitor.
Esto es

Q=0 =0Q y Veg—Va=Vi+lh (6.22)

Combinando estas expresines tenemos

Q1 , Q2 1 1
VB —=Vi = ——+ 5 = <+> 6.23
s-Va= ot =@lgty (6.23)
Ahora podriamos preguntarnos ;Sera posible reemplazar los capacitores en serie,
por un unico capacitor equivalente? Si, podriamos.El circuito equivalente es el de la
figura b, y la capacidad equivalente debe satisfacer

1 1 1 , Cy Cy
b C, = ———=
0 bten Cl T 02

c. GG

Con lo que concluimos que

(6.24)

Vp—Vy = g (6.25)
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Aqui observamos que el capacitor equivalente adquiere la misma carga () cuando se
lo somete a la misma diferencia de potencial Vg — V4.

b) Conexién en paralelo: En la figura presentamos dos capacitores conectados
en paralelo. El aspecto mas relevante de esta conexion radica en que las placas de
la izquierda estan conectadas entre si, por lo que ambas tienen el mismo potencial.
Ocurre lo mismo con las placas de la derecha, por lo que cabe concluir que ambos
capacitores presentan la misma diferencia de potencial Vz — V4. Entonces

e
C.
A B A ] B
a) Ci b) ||
V Vv
Vp=Va =V =1} (6.26)

Nuevamente buscamos un capacitor equivalente, es decir que adquiera la misma
carga total del conjunto cuando se lo somete a la misma diferencia de potencial. En
este caso, la carga total es la suma de las dos cargas. Entonces tenemos

Q14+ Qs = C1VI+ OV = (Vg — Vi) (Cy + Cy) (6.27)
Definiendo la capacidad como
Co = C1+Cy (6.28)
Reconocemos que

Q1+ Qr = (VB — VA) C, (6.29)

6.9. Energia almacenada en un capacitor.

Para evaluar la energia residente en un capacitor cargado, podemos calcular el
trabajo cuasiestatico que debe realizar un agente externo para cargarlo. Resolvamos
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el caso de un capacitor de capacidad C, que adquiere una carga (). Comencemos por
suponer que el proceso de carga ha ocurrido parcialmente, de modo que las placas
poseen cargas —q y q respectivamente(con 0 < ¢ < @). El potencial de la placa
positiva respecto de la negativa en estas condiciones sera

Vig) = L (6.30)

donde se agregé la dependencia funcional V'(¢), para poner de manifiesto que el
proceso de carga no ha terminado. Supongamos ahora que transportamos una nueva
porcion de carga dq desde la placa negativa a la positiva. El trabajo necesario para
ello coincide con el aumento de energia potencial electrostatica dU. Esto es

adq

dWFEXT = dU = V(Q) dqg = C

(6.31)
El trabajo total realizado en el proceso, que coincide con la energia potencial elec-
trostatica adquirida se obtiene por integracién de (6.31). Esto es

Q2

Q qdg
Weer = U = [7 75 = 56

(6.32)
Este resultado es de caracter general, ya que no se utilizaron detalles geométricos
particulares de un montaje especifico. Si llamamos simplemente V' a la diferencia de
potencial V(@) obtenida al final del proceso de carga, tenemos varias expresiones

_ 9 _ Lov = ;C’W (6.33)

v 200 2
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Capitulo 7

Corriente eléctrica

7.1. ;Qué es la corriente eléctrica?

Cuando desarrollamos los aspectos basicos de la electrostatica, vimos que la car-
ga eléctrica reside en particulas subatémicas (electrones y protones). También hemos
observado que dichas particulas pueden tener distinto grado de movilidad (aunque
hasta el momento sélo tratamos casos estaticos). Recordemos por ejemplo que, cuan-
do un conductor se pone bajo la influencia de un campo electrostatico externo, en
¢l ocurre un reordenamiento de cargas, que implica un transito de electrones entre
distintas partes del conductor sélido. También cuando decimos que un capacitor se
carga, imaginamos que la carga “viaja”de alguna manera hasta situarse en las placas
del capacitor. Estos ejemplos contienen todo lo necesario para comprender el con-
cepto. Cada vez que existe un transito de particulas cargadas decimos que hay una
corriente eléctrica. En general se considera que la corriente eléctrica es un concepto
macroscopico, es decir que la carga se traslada en forma colectiva. En tal sentido,
la corriente puede ser asimilada a un modelo de “fluido”, y la terminologia fisica
asociada al fendmeno suele tener muchas analogias (incluso el término corriente,
proviene del mundo de los fluidos).

Aunque para fijar ideas, hemos utilizado ejemplos basados en “fluir’de elec-
trones dentro de un conductor soélido, el concepto de corriente eléctrica es mucho
mas general. Ejemplos de naturaleza diferente se dan en medios semiconductores y
dieléctricos. También, la corriente se da en medios con distintos estado de agregacion
(s6lidos, liquidos y gases) y no existe ningtiin impedimento para que pueda darse en
el vacio. Los rayos en las tormentas eléctricas, los electrones en un tubo de rayos
catédicos y la corriente en un diodo o en un transistor, son sélo el inicio de una

85
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inmensa lista de fenémenos que involucran corrientes eléctricas.

7.2. Densidad de corriente.

Como habiamos adelantado, la corriente eléctrica puede imaginarse como un
fluido en que lo que “fluye”son particulas cargadas. Ahora bien, la pregunta es
., Cémo la describimos? Pues parece natural describirla como fluido. Recordemos
entonces que el modelo mas simple de fluido es el que describe los casos laminares.
En este modelo, las particulas tienen un comportamiento colectivo que permite
identificar “lineas”de flujo, que resultan tangentes a la velocidad en cada punto.
Entonces, en el caso de los fluidos puede definirse un campo vectorial (campo de
velocidades) tal que las lineas de campo representan las trayectorias de las particulas.

Para describir el movimiento de particulas cargadas, comencemos por imagi-
nar que sus trayectorias son suficientemente simples como para representarlas por
un conjunto de lineas de corriente instantdneamente reconocibles. Estas lineas son
tangentes a la velocidad de las particulas en cada punto. Entonces, podemos apro-
vechar el campo de velocidades como representacion del flujo de particulas. Esto es
efectivamente lo que se hace, pero con una variante leve. Se define un campo vecto-
rial que se denomina “densidad de corriente eléctrica” J (7,t) cuyas lineas coinciden
con las del campo de velocidades. Pero su moédulo representa la cantidad de carga
eléctrica que atraviesa una unidad de superficie perpendicular a la linea de corriente,
por unidad de tiempo. Es importante observar que la magnitud J es una densidad
“volumétrica”, ya que sus componentes dependen de la posiciéon en un volumen.

Relacionemos la densidad de corriente J con la velocidad de las particulas. Su-
pongamos que en cierto lugar del espacio, m(7, t) representa la densidad de particulas
cargadas en transito, en las inmediaciones del punto 7"y al tiempo ¢t. Supongamos
ademas que cada particula posee una carga ¢, y se mueven en forma colectiva con
una velocidad media (7, t). Entonces

—

T(F1) = qm(F.t) 7(7,1) (7.1)

Notese que la densidad de corriente J siempre comparte la direccion con la veloci-
dad media de las particulas, pero no necesariamente el sentido. En efecto, el sentido
esta condicionado por el signo de la carga q. Mas atun, si cierta corriente de particu-
las positiva comparte el patron de velocidades y densidades con una corriente de
particulas negativas que viajan en sentido contrario, las densidades de corriente de
uno y otro sistema son idénticas.

La mirada que hemos planteado hasta aqui esta basada en el modelo microscopi-
co, al menos en lo que concierne a que la carga viaja sobre particulas portadoras.
Sin embargo, es importante enfatizar que la fisica de fluidos es una teoria de medios
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continuos. Por lo tanto, debemos entender al campo vectorial J como perteneciente
a una teoria de medios continuos, tal como debe considerarse el electromagnetismo
que nosotros estudiamos. Siempre debemos recordar que el electromagnetismo clasi-
co era una realidad de este mundo, cuando el electrén sélo cabia en la ciencia-ficcion.

7.3. Corriente eléctrica en sentido estricto.

Aqui trataremos de aclarar algunas cuestiones seménticas respecto de “corriente
eléctrica”. Estos vocablos definen el conjunto de fenémenos descriptos en las seccio-
nes anteriores. Pero también se usan para denominar al flujo del campo vectorial
J a través de una superficie especificada. Supongamos que en cierta regién existe
un transito de particulas cargadas, que puede representarse por el campo vectorial
J (7, t). Sea S una superficie imaginaria y ds sus vectores normales infinitesimales con
una orientacién previamente elegida. Entonces definimos la corriente I(t) a través
de la superficie S como

—

I(t) = &y = /S T(7t) - ds (7.2)

donde 7 representa los puntos incluidos en el dominio S. Observe que I no puede
definirse independientemente de .S, por lo que toda vez que se habla de una corriente
es imprescindible especificar sobre qué superficie se la mide!.

7.4. Continuidad de la carga.

Volvamos por un rato a la mirada microscépica. Como la carga eléctrica reside
en los electrones y los protones, la posibilidad de crear o aniquilar carga equivale a
la posibilidad de crear o aniquilar las particulas que la contienen. La fisica actual
viene de dar grandes pasos respecto del nacimiento y muerte de estas particulas,
por lo que tales hechos ya no son imposibles. Sin embargo, las condiciones en que se
da la creacién o aniquiliacion de particulas no son tan usuales. Mas ain, podemos
decir que raramente ocurren en fenémenos terrestres cotidianos. Probablemente esta
falta historica de evidencias llevd a los pioneros del electromagnetismo a suponer
que la carga eléctrica es una propiedad “permanente”, es decir que no se crea ni se

'En algunos textos, este flujo se define como “intensidad de corriente eléctrica”. Nosotros omi-
tiremos en general la palabra intensidad, porque en fisica se suele reservar este término para otros
fines.



88 CAPITULO 7. CORRIENTE ELECTRICA

destruye?.

Siguiendo la linea histérica, nos preguntamos ;Coémo podra describirse esta pro-
piedad de permanencia de la carga? Formalmente decimos que la carga cumple con
cierta ecuacion de continuidad. Examinemos el término “continuidad”. El mismo
sugiere que “algo”debe continuar, es decir, seguir estando o seguir existiendo®. He-
cha esta aclaracién conectemos algunas ideas. Supongamos que en cierta regién del
espacio existe una distribucion de carga, que no se halla en equilibrio electrostatico,
a la que denotamos con p(7,t). La dependencia temporal indica su variabilidad, la
que sélo puede ocurrir a expensas del traslado de cargas. Entonces, este transito de

-

cargas define una densidad de corriente J(7,t). Ahora nos preguntamos ;Cémo se
relacionan p(7,t) y J (7,t)? Comencemos por elegir una superficie cerrada cualquiera
S con sus vectores diferenciales normales ds elegidos exteriores. Sea V' el volumen
interior a la superficie S. Entonces, el cambio de la carga total contenida en el vo-
lumen V', ocurrido en el lapso comprendido entre ¢ y ¢ 4 dt, debe coincidir con la

cantidad de carga que atraviesa la superficie S en el mismo lapso. Esto es

d [/V o (7,1) dv} _— [7{5 f(Fs,t)~d}} dt (7.3)

O en su forma méas habitual

d . .
- /V p(Ft) dv + ]2 J(Ft)-ds = 0 (7.4)

Esta es la llamada ecuacion de continuidad de la carga. Es importante que el es-
tudiante recuerde la forma de esta ecuacion, porque en el futuro se encontrara con
muchas propiedades que, igual que la carga eléctrica, poseen la propiedad de per-
manencia y por tanto, satisfacen la misma ecuacién. Tal vez el ejemplo méas cercano
sea la masa en la dindmica de fluidos.

7.5. Dinamica de la circulacion de corriente eléctri-
ca.

Cuando tratamos la electrostatica de los conductores, nos referimos a procesos
transitorios que ocurrian cuando el conductor era sometido a un campo externo.
También vimos que particulas en el vacio responden acelerandose frente a los cam-
pos electrostaticos. Lo natural seria decir que las particulas cargadas son afecta-
das por los campos electrostaticos. Las fuerzas eléctricas que provienen de dichos

2 Algo similar ocurria en esos tiempos, en relacién con la masa.

3Esta aclaracién la hacemos para no caer en la tentacién de suponer que el término alude a
lo “continuo.®® el sentido en que la palabra se usa, por ejemplo, cuando decimos “medio conti-
nuo”. Seguir esta linea etimoldgica generaria sélo confusion. Tal vez resultaria mas apropiado decir
ecuacion de permanencia, en lugar de ecuacién de continuidad.
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campos promueven el movimiento de las particulas, siempre que sus ligaduras lo
permitan.Supongamos que cierta particula tiene masa m y carga ¢. Si la misma se
encuentra exclusivamente bajo la acciéon de un campo electrostatico E, la fuerza
eléctrica y la aceleracién correspondiente seran

—

F = q¢E = ma (7.5)

Pero en realidad conviene introducir otro punto de vista. Recordemos que el campo
electrostatico es conservativo, por lo que puede derivarse de un potencial (reflexione
sobre la palabra “derivarse”).

E = -VV (7.6)

Si el campo es no nulo, el potencial no puede ser constante. Entonces las particu-
las cargadas se mueven entre puntos con diferente potencial. O equivalentemente
decimos que las particulas cargadas libres de moverse, efectivamente se moveran si
existe una diferencia de potencial que las active.

Prestemos atencion a los signos de las cargas. Como ya hemos visto, cuando un
mismo campo actiia sobre particulas con cargas de distinto signo, produce fuerzas
opuestas. Asi, las cargas positivas son aceleradas hacia menores potenciales, mien-
tras que las negativas se aceleran hacia potenciales mayores. Sin embargo, el analisis
energético conduce a una conclusién que unifica las conductas. Para ello, comence-
mos por un tratamiento unidimensional. Supongamos que la particula sélo puede
moverse en la direccion del eje x. Entonces las magnitudes en cuestion se relacionan
como sigue

v
Ux);= qV(x) P, = O (7.7)

En primer lugar observemos que el campo y el potencial electrostaticos no dependen
de la carga de la particula (esto ya debe estar muy claro). Entonces observemos que
tanto la fuerza como la energia potencial dependen de la carga. Ambas cambian de
signo ante la permutacién del signo de la carga. Pero esta influencia se neutraliza
en la relacién entre fuerza y energia, por lo que la fuerza “siempre.?punta hacia
donde disminuye la energfa potencial, independientemente del signo de la carga?. El
tratamiento en tres dimensiones es analogo.

= —VV
= VU

F = qE
U(r); = qV ()

La discusion anterior, arroja cierta luz sobre una conducta bastante general de los
sistemas fisicos. Cuando un sistema estd afectado por fuerzas conservativas, evo-
lucionara espontaneamente hacia estados de menor energia potencial, en tanto sus
ligaduras se lo permitan.

(7.8)

EaTes]

4Al estudiante que le cueste ver esta conclusién, le recomendamos que observe que el signo de
la componente de la fuerza es opuesto al signo de la derivada de la energia potencial.



90 CAPITULO 7. CORRIENTE ELECTRICA

Si ahora pensamos en los procesos colectivos en que muchas particulas siguen
patrones de movimiento analogos, podemos decir que una diferencia de potencial
puede dar lugar a una corriente eléctrica. ;Por qué decimos “puede dar lugar? en
vez de afirmarlo? Simplemente porque el medio puede permitirlo o no. Una dife-
rencia de potencial entre dos puntos de un conductor promueve una corriente. Si
ahora reemplazamos el medio por un dieléctrico, la misma diferencia de potencial
no promueve nada’.

Para terminar este analisis, podriamos preguntarnos ;Hasta cuando podra pro-
longarse una corriente eléctrica? Aunque parezca modesta, la pregunta es de capital
importancia. En principio, podriamos argumentar que si un sistema de cargas no
esta en condiciones electrostaticas, entonces habra corrientes eléctricas hasta tanto
alcance dicho estado. jPero siempre podra alcanzar el equilibrio? ... (no se pierda la
préxima seccién).

7.6. Corrientes estacionarias.

Un problema tecnolégico de nuestro tiempo consiste en sostener corrientes du-
rante tiempos indefinidamente largos. El problema esta parcialmente resuelto, dado
que uno puede enceder la luz en su casa, y mantenerla encendida mientras quiera
(claro que esto tiene un costo ...). Asi estamos en condiciones de afirmar que la
corriente que pasa por el cable que alimenta la ldmpara, es estacionaria. Esto es,
que no varia con el tiempo (a menos durante un buen rato). Dos conclusiones:

a) No todo sistema de cargas alcanza el equilibrio electrostético.

b) Las corrientes estacionarias existen.

Examinemos algunos antecedentes prehistéricos donde se daban corrientes es-
tacionarias®. No resultard extrafio al lector, imaginar que cierto rio de montafa
mantenia un fluir uniforme durante una tarde de primavera, ante los ojos de un
habitante primitivo. Este habitante (probablemente sin cuestiondrselo) era testigo
de una corriente estacionaria (claro que de agua). Algunos miles de anos después,
y con la abstraccién bien entrenada podemos imaginarnos que el agua de ese rio,
fue después lago, luego mar, mas tarde vapor y nube, probablemente nieve o hielo
para luego volver a ser rio de montana. El agua cumplié un ciclo, o bien siguié un
“circuito”. Si ahora observamos el circuito con sumo cuidado, podemos decir que
mientras la nieve caia o el rio bajaba, no hacian mas que dejarse llevar por la
gravedad que, a riesgo de romper el clima, debemos recordar que es una fuerza

5A menos que la diferencia de potencial sea tan grande que cambie las propiedades del medio,
convirtiéndolo en conductor.

6Digo prehistéricos para que se entienda que la naturaleza aporté los ejemplos sin necesidad de
involucrar al hombre es su proyecto.
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conservativa. Como siempre ella quiere que todo vaya a parar a la minima energia
potencial. Pero lo raro esta en la parte en que el agua sube. En este tramo la cosa
es al revés. mientras la gravedad tira para abajo, el agua viaja para arriba. Y es
tan cotidiano ...! Aqui estamos frente al sistema de bombeo que nos mantiene vivos.
La energia la aporta generosamente el sol (notese que atin no ha sido arancelado, al
menos en forma directa). El mecanismo es la evaporacién del agua de los mares, rios,
lagos, lagunas, charcos o simplemente, ropa tendida. Este mecanismo en apariencia
perpetuo, podria decirse que esconde una “fuerza acuomotriz”, y que la misma opera
por incorporacién de “energia solar”.

Ahora que sabemos quién aporta la energia, y también sabemos quién la “trans-
porta”, nos falta saber ;Quién se la queda? la respuesta es bien simple. Mientras
el agua baja, en todos los procesos hay fuerzas disipativas. Algunas muy evidentes
como la viscosidad. Otras no tanto, como la radiacién o el sonido. Otras mas indi-
rectas, como los cantorrodados arrastrados por la corriente que se depositaran en
un remanso. Pero en todos los casos la energia mecénica serd convertida en “otra
clase”de energia, que no quedard alojada en el sistema (a menos de tiempos rela-
tivamente cortos). En general diremos que la misma es transferida al entorno del
sistema (en este caso el planeta jo el universo? ...).

La tecnologia suele ser una combinacién ingeniosa de fenémenos naturales, adap-
tados a las necesidades de la “naturaleza” humana. Ahora que todo esta listo, es facil
imaginarlo. Si queremos una corrinente eléctrica estacionaria, necesitamos una “fuer-
za electromotrizé‘Qué funcione a energia solar? No nos apresuremos (capaz que si
...) Por de pronto quedémonos con la fuerza electromotriz, que la definimos a partir
de su utilidad. ;Para qué sirve? Para que las cargas eléctricas que se encuentran
en un campo conservativo, adquieran nuevamente energia potencial cada vez que la
pierdan, y asi seguir tomando parte en un proceso dindmico continuo.

7.7. Fuentes de fuerza electromotriz.

La produccién de fuerza electromotriz (f.e.m) ha dado lugar a importantisimos
desarrollos tecnolégicos, que podriamos agruparlos en dos grandes lineas

a) Generadores electromecédnicos (dinamos y alternadores).

b) Generadores electroquimicos (pilas y baterias).

Por supuesto que esta clasificaciéon no agota la diversidad de mecanismos que
producen fuerza electromotriz, pero contiene los ejemplos mas habituales. Nosotros
no discutirenos aqui los principios de funcionamiento. Simplemente introducimos
el concepto como recurso para sostener corrientes estacionarias en circuitos eléctri-
cos. Una mirada “idealizada.? cerca de un generador, nos permitiria definirlo como
sigue: Un generador es un dispositivo que garantiza una diferencia de potencial
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especificada’. Esta diferencia de potencial puede ser constante, o variar en el tiempo
como una funcién previamente conocida. En este curso trataremos con dos clases de
generadores. Las baterias como fuentes de f.e.m. constante, y las fuentes de f.e.m.
alterna, cuyas funciones del tiempo son de la forma

e(t) = € cos(wt) (7.9)

donde €(t) representa la f.e.m. alterna, ¢, es su amplitud y w su frecuencia angular.

7.8. Corrientes en medios conductores.

Ahora nos disponemos a estudiar un caso particular de circulacion de corriente,
que merece una atencion especial por su importancia tecnolégica. Es el caso de los
conductores metélicos, cuyo modelo basico recordaremos a continuacion.

Segun hemos visto, un conductor puede modelarse como una coleccion mas o
menos ordenada de iones positivos fijos, y un gas de electrones de conduccion que
deambulan libremente dentro del volumen del cuerpo. En condiciones normales, el
metal es estadisticamente neutro. Para fijar ideas, supongamos que nuestro conduc-
tor es un macizo cilindrico de radio R, longitud [ y n electrones de conduccién por
unidad de volumen (magnitud esta, que dependerd del material y sus detalles de
agregacion). Supongamos ahora que este conductor es sometido a una diferencia de
potencial V' entre sus extremos, de modo que un campo eléctrico E se origina en su
interior. Por simplicidad imaginemos que las lineas de campo son rectas paralelas
al eje del cilindro. Supongamos ademas, que la diferencia de potencial es sostenida
por una bateria, que retira electrones por un extremo del conductor y los reinserta
por el otro extremo con su energia potencial restituida.

Ahora nos preguntamos ;Coémo viajan los electrones por el conductor? Nada
menos placentero que viajar como electrones en un conductor®. Los electrones se
aceleran bajo la influencia del campo eléctrico, pero cuando adquieren algo de ve-
locidad, chocan con los iones de la red del conductor. En el choque intercambian
energia (como se pueda) y salen dispersados (para donde se pueda). Y todo vuelve
a empezar. Otra aceleracion, y otro choque, y asi siempre ...

Observemos dos detalles importantes.

a) La energia que el campo eléctrico le aporta al electrén, este se la transfiere a
la red de iones. Por tanto la velocidad del electréon, en promedio, no progresa.

"Esta idealizacién puede resultar grotesca (o tal vez hasta ofensiva) para las legiones de inge-
nieros que desarrollaron durante dos siglos la tecnologia que hoy disfrutamos. Entonces quisiera
expresar mi mas absoluta admiracion por tan basto desarrollo, y a la vez aclarar que la fisica es
asi. Si los fenémenos fueran abordados con su real complejidad, probablemente el método de la
fisica no hubiera servido.

8Para hacerse una imagen, es aun peor que viajar en trenes suburbanos en hora pico.
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b) La energia transferida a los iones contribuye escencialmente a aumentar las
amplitudes de sus vibraciones en la red, que dicho de otra manera, significa que
aumentara la energia térmica del conductor.

7.9. Ley de Ohm.

Para muchos conductores de uso frecuente en la tecnologia, es posible modelar
la transferencia energética entre los electrones de conduccion y los iones de la red,
como el resultado de la existencia de una fuerza viscosa. Esto es, una fuerza di-
sipativa proporcional a la velocidad, que se opone al desplazamiento. En nuestro
modelo microscépico, es posible imaginar una velocidad promedio de los electrones
en direccion del campo eléctrico y en sentido contrario al mismo. En tal sentido,
podemos pensar que cada electréon viaja por el conductor de modo que la resultante
de las fuerzas que actuan sobre él es nula. En otras palabras, la fuerza eléctrica y
la fuerza disipativa son de igual médulo y direccién, pero de sentido contrario”. Sea
F la fuerza disipativa proporcional a la velocidad y de sentido opuesto a la misma.
Esto es

Fy = —ai (7.10)

donde o es una constante caracteristica del medio. Para el caso de corriente de
electrones, la densidad de corriente toma la forma

J = —net (7.11)

con lo que se tiene que

=

— J —
Fr= —a|-2) = (O‘> J (7.12)
ne ne

Recordando que en régimen estacionario, la fuerza eléctrica y la disipativa suman
cero, tenemos

Fo+F; =0 —eE + <O‘) J =0 (7.13)

ne

Con lo que se obtiene la relacién

2
J =+ ("j) B (7.14)

9Para imaginarse esto, el lector puede recurrir al ejemplo de un paracaidista. El mismo est4 afec-
tado por la fueza gravitatoria y la fuerza viscosa que el aire ejerce sobre su paracaidas. La suma
de ambas es nula, y por tanto el paracaidista baja a velocidad constante.
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Notese que la expresion entre paréntesis esta formada por constantes caracteristicas
del conductor. Todas ellas pueden compactarse en una unica magnitud o a la que
llamaremos conductividad del material. Entonces concluimos que

J=0E (7.15)
A este resultado se lo conoce como ley de Ohm. Muchas veces se dice que esta forma
de la ley de Ohm constituye su versiéon microscépica. Sin embargo, tal denomina-
cién no es correcta, ya que tanto la densidad de corriente J como la conductividad o
son magnitudes definidas en el mundo macroscopico. En todo caso, la denominacion
correcta serd “forma local de la ley de Ohm”, para diferenciarla de una forma opera-
tiva muy difundida en aplicaciones tecnoldgicas, que desarrollaremos en la proxima
seccion.

Es importante resaltar que la ley de Ohm, tal como la hemos presentado, proviene
de un modelo, y como tal no es esperable que todos los materiales conductores le
respondan favorablemente. Los que si lo hacen reciben el nombre de “conductores
Ohmicos”.

7.10. Resistividad y resistencia.

Ahora veremos qué consecuencia global tiene la ley de Ohm, cuando se analiza
un cierto volumen de conductor éhmico sometido a un campo eléctrico conocido.
Para fijar ideas, consideremos un cilindro macizo de longltud [ y area a, sobre el
que se sostiene un campo eléctrico uniforme longitudinal E. Supongamos que E
apunta hacia la derecha,.y elegimos la referencia de potencial en el extremos derecho
del cilindro. Entonces el potencial en el extremo izquierdo puede calcularse por
integracién sobre la curva C, elegida coincidente con el eje del cilindro. Esto es

V= —/ - —/ Ei-(~dei) = EI (7.16)
C "REF

Por otra parte, la corriente total a través de una seccion del cilindro puede tratarse

mediante la ley de Ohm lical, como sigue

:/f-de = / oE -ds = / aEz-dsz:aE/ ds = oEa (7.17)
s S s s

Combinando los resultados (7.16) y (7.17) tenemos

I = oFa = oa‘l/ (7.18)

Es costumbre en usos tecnologicos, definir una magnitud caracteristica de cada ma-
terial, llamada resistividad, a la que se la denota por p. La misma se define como la
inversa de la conductividad. Esto es

p= (7.19)
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Con esta definicién, (?77) puede reescribirse como sigue

I = (“)v o bien :.V:I<pl> (7.20)

ol a

Al factor entre paréntesis se lo denomina “resistencia eléctrica”del objeto, y lo de-
notaremos con .

=" (7.21)

a
Notese que esta magnitud representa una propiedad del cuerpo conductor, que invo-
lucra su geometria y su composicién. La expresion (7.21) es especifica para objetos
cilindricos (por ejemplo alambres), de modo que en casos de geometrias distintas
debe ser recalculada.

Volvamos ahora a la expresion (7.20). Ella provee una forma operativa de la ley
de Ohm

V = IR (7.22)

Esta expresion, como habiamos anticipado, es ampliamente difundida en el mundo
de los célculos de aplicacion tecnolégica. Aunque la expresion fue deducida para un
caso particular, su forma es de caracter general, ya que las diferencias se manifiestan
en la forma particular que se derive para la resistencia. En otras palabras, la ley de
Ohm describe la proporcionalidad entre la corriente que circula por un conductor,
y la diferencia de potencial que le da origen.

Muchas aplicaciones tecnolégicas requieren dispositivos con resistencia especi-
ficada, a los que se los llama “resistores”. Pero la resistencia también aparece en
los conductores que forman las redes de distribucién eléctrica (cables), o dentro de
las pilas. Por tanto, un proyecto real no puede dejar de tener en cuenta los efectos
surgidos de la resistencia de los distintos medios por los que circula corriente. La
unidad de resistencia es el “Ohm.° “Ohmio”, y se la representa por €). Su relaciéon
con las unidades previas es

y
Q=- =°" = 2
. (7.23)

7.11. Efecto Joule.

Como el modelo propuesto responde razonablemente bien para describir la dinami-
ca del transito de cargas a través de un conductor, nos vemos alentados a explorar
sus predicciones en el terreno energético. Ya que la fuerza viscosa es de tipo “no
conservativa”, el trabajo que ella realiza sobre las cargas coincide con el cambio de
energia mecénica que experimenta dichas cargas. Volvamos al caso del conductor
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cilindrico de la seccién 7.10. Dentro del tramo de conductor considerado, la carga
libre existente al iniciar el andlisis (carga total de los electrones de conduccién),
viene dada por

Q) = —neal (7.24)

Pasado un tiempo At, todos los electrones habran recorrido una distancia [ a ve-
locidad constante v hacia la izquierda, ocupando ahora un volumen igual al inicial
en un tramo contiguo del conductor. El trabajo realizado sobre cada electréon por la
fuerza viscosa, es opuesto al realizado por el campo. Esto es

2 [N
W = —wWp = —/1 (—e)E -dl (7.25)

Veamos con detalle cada factor del integrando.

—

E = Ei dl = —dz'i (7.26)

Con lo que tenemos

I+ o o
wp = —/ (—e) Ei- (—dz’z’) = —elFE (7.27)

v

Como todos los electrones estdn recorren el mismo camino bajo la acciéon de las
mismas fuerzas, el trabajo total de la fuerza viscosa sera

Wz = nalwg = —enal’E (7.28)
Recordemos ahora el andlisis de la seccion 7.10, donde habiamos obtenido que
V = FEl = IR (7.29)
y ademas observemos que

neal

[ =
At

(7.30)

(reflexione cuidadosamente sobre el signo). Entonces, reemplazando (7.29) y (7.30)
en 7.28), tenemos

Wz = —I’RAt (7.31)

Entonces la potencia Pz asociada la disipacion serd
W=
P: = - = _I’R 7.32

Reconstruyamos brevemente el significado de esta potencia. Los electrones son ace-
lerados por el campo eléctrico, de modo que la energia potencial eléctrica conferida
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a los electrones por una fuente de fuerza electromotriz (pila), se convierte en energia
cinética. Luego los electrones chocan con los iones de la red fija, cediéndoles energia
en cada colision. La misma pasa a formar parte de la energia interna del material y
puede abandonar el conductor por los mecanismos usuales (transmisién, conveccién
o radiacién).A la secuencia que acabamos de describir se la conoce como “efecto
Joule”.

Observemos ahora el signo menos de la relaciéon (7.32). El mismo se debe a que,
desde el punto de vista mecanico, el sistema ha perdido energia. En general diremos
que la potencia Py disipada por el resistor sera

Pr = I’R (7.33)
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Capitulo 8

Magnetostatica

8.1. Una mirada sobre la historia.

La palabra “magnetismo.®Voca la antigua ciudad tesalonicense de Magnesia, en
la mesopotamia asiatica. Segun registros provenientes de la Grecia antigua, en la
citada ciudad se conocian rocas, cuyas extranas propiedades eran semejantes a las
de los imanes actuales. Lo extrano era que tales propiedades eran “naturales.®® estas
rocas. Este parece ser el inicio histérico del conocimiento acerca del magnetismo.
Tales de Mileto y, probablemente, Socrates se ocuparon del tema, y elaboraron
algunas especulaciones (por supuesto a la manera griegal).

Por su parte, los chinos también conocieron esta fenomenologia. A ellos se les
atribuye la primera observacion del magnetismo terrestre, y su conexiéon con la
orientacién de objetos magnéticos. Tanto en Grecia como en China, parece que este
conocimiento fue adquirido algunos siglos antes de Cristo.

El primer objeto verdaderamente trascendental que aporté el magnetismo, fue
la “brujula”. Bastara evaluar el cambio operado en la navegacion a partir de su im-
plementacion, para estimar su importancia. Tal vez, podriamos situar el nacimiento
de la brujula como un hito histérico, en el que se sintetiza el valor de las conexiones
surgidas de la observacion cuidadosa de hechos naturales. Esto no es trivial; y cuanto
mas conocimiento haya sobre los fenémenos fisicos, més se amplia el horizonte de

I'No quisiera que el lector tome esta aclaracién en un sentido que induzca a la desvalorizacién
del pensamiento antiguo. En tal caso 1éase que los griegos vivieron mucho antes de los inicios de la
ciencia moderna, por lo que sus formas de concebir la naturaleza estaba muy lejos de nuestro modo
de pensar. Creo oportuno enfatizar aqui, que el pensamiento cientifico “debe”nutrirse de todas las
vertientes, cosa que afortunadamente ha ocurrido con el legado de la Grecia antigua.

99
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tales conexiones. “Pero hay que descubrirlas”.

Retomemos el hilo de la historia. El estado actual de conocimiento sobre el
magnetismo, revela que la ventana que se abrié en Magnesia, dejaba ver muy poco
de lo que habria dentro del basto laberinto. Es cierto también que las ventanas
que se abren seran siempre un buen augurio, pero en este caso no se pudo ver,
sino hasta dos mil anos después, el segundo capitulo de la historia. ;Casualidad
o no? no lo sabremos. Pero un dia en que los transitos de corriente eléctrica a
través de conductores ya eran frecuentes, ocurrieron simultaneamente dos cosas: La
primera fue que una brujula yacia cerca de un conductor, en el preciso momento
en que cirlulaba por él una corriente. La segunda fue que alguien con capacidad de
asombro y discernimiento, lo observo. Aqui surgio la clave de la concepcion actual
del magnetismo. Los trabajos de H. C. Oersted en 1820 establecieron la conexion
entre fendénemos eléctricos y magnéticos, y desde entonces comenzo a vislumbrarse la
posibilidad de una teoria unificada que vinculara ambas interacciones. En la década
de 1860 se alcanzé la unificacion en lo que se dio en llamar “teoria electromagnética
clasica”, de la cual nos ocuparemos mas adelante.

8.2. Corriente eléctrica y campo magnético.

La concepcién actual acerca del magnetismo consiste en que tal interaccion se
dara entre dos particulas dotadas de carga eléctrica, cuando cada una de ellas se
encuentre en movimiento. En tal sentido, diremos que las particulas involucradas
interactiian mediante dos mecanismos que dan lugar a fuerzas bien diferenciables:
la eléctrica y la magnética.

Puede que al lector le resulte algo extrano que la interacciéon magnética dependa
del movimiento, especialmente pensando en el caracter relativo de este tltimo. Si
esto es asi, resultard que ciertos observadores notardn la interaccién magnética (los
que ven moverse ambas particulas), mientras que otros observadores no notarén la
interaccién (los que ven al menos una de las particulas en reposo). La verdad es
que suena raro. Pero las evidencias mandan, y se han requerido mentes brillantes (y
especialmente abiertas) para construir un marco teérico que respalde esta rareza (y
otras tantas). La teorfa moderna de la relatividad, que viera la luz hacia 1905 a partir
de los trabajos de A. Einstein, tuvo entre sus objetivos originales, la misién de dar
sustento “mecanico.* las extranas conclusiones que surgian del electromagnetismo.

De la misma manera que la interaccion eléctrica, la interaccion magnética puede
ser tratada como un campo. En efecto, puede definirse un “campo magnético” que,
en general, dependera de la posicién y del tiempo. Sus fuentes serdn las cargas en
movimiento, ya sea individualmente o en la forma colectiva habitual de corrientes
eléctricas. jSobre qué se hard notar? Sobre otras cargas en movimiento (o corrientes).
El campo magnético es una propiedad acechante del espacio, que “habita.®" el espacio
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esperando que particulas viajeras pasen bajo su influencia.

8.3. Magnetostatica. Ley de Biot-Savart.

La magnetostatica constituye el estudio de las interacciones magnéticas, que
pueden ser representadas por campos magnéticos independientes del tiempo. Esto
solo puede darse cuando las fuentes del campo son corrientes “estacionarias”. Esto
es, corrientes que no dependen del tiempo. Los campos que pueden encuadrarse en
este requerimiento son los que surgen de la ley de Biot-Savart, que enunciamos a
continuacion.

Consideremos una regién del espacio en que existe una distribucién de corriente
estacionaria, cuya densidad volumétrica es J (73) Supongamos que la misma da
origen a un campo magnético B () que ocupa la misma regién. Entonces, el elemento
de corriente que ocupa el volumen infinitesimal dv situado en 7 , contribuye con un
aporte dB al campo magnético en el punto 7 dado por

} T o
i = w2 T, (8.1)
‘ r—r ‘ 7=
donde la constante k' en el sistema MK S vale
Tm
K = 107"— 8.2
- (5.2)

Esta es la forma diferencial de la ley de Biot-Savart, que admite ser integrada direc-
tamente por aplicacion del principio de superposiciéon. Asi tendremos

" -

dv (8.3)

=

donde D representa el dominio donde hay corrientes.

Expresion de bolsillo: Una forma de recordar la ley de Biot-Savart consiste
en definir un vector u como sigue

-

/

<

.3 (8.4)

i =7F-
u = |

con lo que obtenemos

B =¥ [ S (8.5)
D
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Nunca serd suficiente insistir en que esta expresién “no es”la ley de Biot-Savart, sino
un ayuda memoria para “construir’la expresién correcta.

8.4. Circuitos como fuentes de campo magnético.

Muchas veces el campo magnético se origina por la circulaciéon de corriente es-
tacionaria en un circuito. Supongamos que el conductor que forma el circuito es
suficientemente delgado, comparado con las dimensiones generales del circuito, y
que no resulta de interés el campo magnético “dentro”del conductor. Entonces po-
demos modelar la distribucién de fuentes como una curva sobre la que circula una
corriente tnica. Sea C una curva cerrada que representa la forma del circuito, y sea
I la corriente que circula por el circuito. Entonces la ley de Biot-Savart toma la
forma simplificada siguiente

(8.6)

donde dl es un elemento infinitesimal de la curva C, orientado en el sentido en que
circula la corriente.

8.5. Ejemplo 1: Campo magnético en el eje de una
espira circular.

Una espira es un anillo de alambre (conductor), cuyo radio R es mucho mayor
que el diametro de la seccion transversal del alambre. Supongamos que por la espira
circula una corriente estacionaria /. Buscaremos ahora el campo magnético B en un
punto del eje de simetria de la espira. Para ello, situamos el origen de coordenadas en
el centro de la espira, y orientamos el eje z a lo largo del eje. Entonces el punto campo
serd 7 = (0,0, z). Argumentos de simetria permiten reconocer que las componentes
del campo B perpendiculares al eje z son nulas.

B, (0,0,z) = B, (0,0,z) = 0 (8.7)

Este es un problema que admite varios caminos para su resolucién. Aqui no elegimos
el mas simple o directo, sino el que nos ensena un poco del manejo formal de vectores.



8.6. EJEMPLO 2: CAMPO MAGNETICO EN EL EJE DE UN SOLENOIDE. 103

Comencemos por edentificar los vectores requerido en la ley de biot-Savart. Para fijar
ideas, supongamos que la corriente circula en sentido antihorario, cuando miramos
la espira desde un punto situado en el semieje positivo de z.

—
/

7;/: (0,0, 2) F—1" = (—Rcos(#),—Rsin(¢), z)

" = (Rcos(#), Rsin(6'),0 )
= ( —Rsin(0')d0’, Rcos(0')dd’,0 )

—

il vEre (8.8)

- T

=

Una version levemente modificada de la ley de Biot-Savart escrita en la componente
z, viene dada por

B.(0,0,z) = KI /C {dl@,)j( ;T')L (8.9)

=l

1

~

Analicemos el producto vectorial

) ) i j ki
[dix (7=r")] = | —Rsin(0)d0'  Rcos(0)ds' 0 | = R*d¢’ (8.10)
—Rcos(6") —Rsin(¢) z

z

Reemplazando en la integral tenemos

xR KIR? o
B.(0,0,2) = KT [ 7 = o [ a0 (811
0 (R*+22) (R2+4+22)""Jo

Con lo que finalmente tenemos

1T P2
B.(0,0,2) = TR - (8.12)
(R2+22)*?
Insistimos en que este resultado puede obtenerse de formas mas simples, por lo que
serfa muy provechoso que el estudiante intente otras variantes. Usted tendra aqui la
ventaja de saber de antemano el resultado. Pocas veces uno tiene este privilegio, por
lo que la sugerencia es que no pierda la oportunidad de probar.

8.6. Ejemplo 2: Campo magnético en el eje de un
solenoide.

Un solenoide es un arrollamiento de espiras apretadas sobre un soporte cilindrico.
Este arrollamiento suele construirse con alambre de cobre, que posee un esmaltado
como recurso de aislacion. Gracias a dicho esmaltado, es posible poner las espiras en
contacto mecanico, sin que ocurra el contacto eléctrico. El soporte cilindrico puede
omitirse en el modelo, salvo que sus propiedades magnéticas sean relevantes.
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Ahora modelamos. Dado que conocemos el campo magnético producido por una
unica espira, es factible pensar al solenoide como una colecciéon secuencial de N
espiras de radio R, que forman una “superficiecilindrica de longitud /. Supongamos
que el origen de coordenadas estd exactamente en el punto campo, y que el eje z
corre a lo largo del eje de simetria del solenoide. Como las espiras son “coaxiales”,
la suma de sus contribuciones al campo magnético sélo tendrda componente z. Esto
es

B, (0,0,0) = B, (0,0,0) = 0 (8.13)

Consideremos las espiras que se encuentran en el intervalo comprendido entre 2z’ y
2’ 4+ dz'. Su contribucién a la componente z en el origen sera.
2k’ R? <IN dz’)

de<07070) = (R2+Z/2 )3/2 l

(8.14)

donde la expresion entre paréntesis representa la parte proporcional de la corriente
total del solenide, que queda comprendida en el intervalo citado. El problema se
resuelve formalmente integrando esta expresion. Asi tenemos

B.(0,0,0) =

2 /[N 2 z /
Tk'INR /2( dz (8.15)

l R2 4 22 )3/2

Esta integral puede resolverse mediante una sustitucién trigonométrica. Para ello,
conviene escribir la integral como sigue

2nk'IN 2 dz
B.(0,0,0) = -~ /2 R (8.16)
l 2 2 132
[1 +(%) }
Luego proponemos la siguiente sustitucion trigonométrica
Z' dz du
R 9u) - R cos?(u) (8.17)
con lo que la integral toma la forma
2k'IN v d
B.(0,0,0) = -~ /2 ul (8.18)
l ur [ 1+tg?(u)]™” cos?(u)
Utilizando identidades trigonométricas tenemos
sin®(u)  cos?(u) + sin®(u) 1
1+tg*(u) = 1 = = 8.19
i) * cos?(u) cos?(u) cos?(u) (8.19)
Reemplazando, podemos resolver la integral
2rk'IN  [u 2wk’ IN
B.(0,0,0) = " z / " cos(u) du = X — [sin(uz) = sin(u)]  (8.20)
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Ahora recordamos una identidad trigonométrica no tan conocida (aunque ya la
habiamos recordado algun tiempo atrés)

t
sinu) = —9W) (8.21)
1+ tg?(u)
Utilizandola tenemos
: % 4
sin(u) = =~ Umea (8.22)
V1t (%)
con lo que el resultado final toma la forma
2k’ IN ; !
B.(0,0,0) = 50 2 _ A4 (8.23)
! R? + 2 R? + 27

Ahora analicemos esta expresiéon. El punto donde calculamos el campo es el origen,
mientras que 2} y z5 son las posiciones relativas de los extremos del solenoide, res-
pecto al origen. Esta es una manera rara de trabajar, por que cada vez que queremos
saber el campo de induccion magnética en un punto, hay que correr el origen. Bueno,
reconozcamos que la metodologia nos facilité “algo”la cuenta. Pero ahora queremos
tener una funcién de la posicion y no parece ser muy dificil. Elijamos pues un origen
fijo, por ejemplo, en el centro del solenoide. Entonces los extremos estaran en —[/2
y [/2. Entonces, para un detector colocado sobre el eje, en una posicién z respecto
del origen tendremos

21k’ TN L —L—
B.(0,0,z) = ”l A | (3.24)
\/R2+(;—z) \/R2+(—;—z)
o bien
21k’ TN L L
B.(0,0,2) = Wz 2~ _ + 27 : (8.25)
\/R2+(é—z) \/R2+(é+z)

8.7. Fuerza magnética.

Hasta este punto nos ocupamos de la produccion de campos de inducciéon magnéti-
ca, a partir de corrientes estacionarias. Ahora abordaremos la descripcion de los
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efectos que tienen lugar cuando estos campos influyen sobre particulas en movi-
miento. Comencemos por suponer que en cierta region del espacio existe un campo
de induccién magnética B (7) estacionario. Si en dichas regién viaja una particula
de carga (), con velocidad ¥, el campo ejercera una fuerza F sobre ella, dada por

F = QixB (8.26)

Esta es la fuerza magnética o fuerza de Lorentz. Algunos detalles saltan a primera
vista. Note que la fuerza es perpendicular a la velocidad, y por tanto, al desplaza-
miento. Inmediatamente se sigue que la fuerza magnética no puede realizar trabajo
sobre las particulas que se mueven bajo su influencia. El teorema de trabajo y energia
nos permite concluir que, si la particula estd exclusivamente afectada por fuerzas
magnéticas, su energia cinética se mantendra invariante. En otras palabras, las fuer-
zas magnéticas pueden alterar la direcciéon de la velocidad de la particula, pero no
su modulo.

Ahora centraremos la atencién en el caso en que las particulas cargadas viajan
por un conductor largo de pequena seccion, dando lugar a una corriente eléctrica.
Aqui las interacciones microscépicas entre los electrones de conducciéon y los iones
fijos de la red que forma el soporte sélido, hacen que la fuerza se manifieste direc-
tamente como un efecto macroscopico sobre el conductor. Supongamos nuevamente
que un campo de inducciéon magnética B (7) ha sido establecido, en la regién del es-
pacio en la que yace un conductor por el que circula corriente I. Sea dl en elemento
de la curva que describe el conductor, orientado en el sentido de circulacion de la
corriente. Entonces, la fuerza que “ejerce el campo”sobre el elemento de conductor
que se encuentra sobre el tramo de curva dl viene dada por

— -

dF = Idl x B (8.27)

La fuerza total sobre el conductor se obtiene por integraciéon sobre la curva que
contiene al circuito.

F= /C 1di x B (8.28)

Es interesante notar que, aunque la curva que contiene a un circuito es cerrada, no
hemos utilizado la notacion para integrales cerradas. Esto se debe a que generalmente
es de interés la fuerza magnética que actia sobre un tramo del circuito, y no sobre
el circuito completo.
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8.8. Ejemplo 1: Orbitas en campos uniformes.

Supongamos que un campo de inducciéon magnética uniforma B-0 ocupa todo
el espacio. Para fijar ideas, supongamos que el mismo estd orientado en el sentido
positivo del eje z. Por otra parte, supongamos que una particula de masa m y carga
@, es lanzada con velocidad inicial vy, desde el origen de coordenadas. Entonces los
vectores involucrados son

§0 = (0,0,BQ ) ’F(] = ( 0,0,0) ’170 = (UO:E7UOy;U0z ) (829)
Combinando la fuerza de Lorentz con la segunda ley de Newton, tenemos
F = Qix By = ma (8.30)

donde ¥ y @ son los vectores que representan instantaneamente la velocidad y ace-
leracion de la particula. Desarrollemos

v V] v

; j 2
Qu: Qu, Qu, | = m (az,ay,a,) (8.31)
0 0 By

De aqui obtenemos las siguientes ecuaciones diferenciales

_ dvg
QByv, = m -

—QBo v, = m (8.32)
0=m

Vz

dt

La tercera de las ecuaciones tiene una solucién inmediata. Ya que se trata de una
derivada primera igualada a cero, tenemos que la velocidad mantendra constan-
te la componente z, es decir, la componente paralela al campo Bo. Aplicando las
condiciones iniciales tenemos

v,(t) = g, (constante)
() = vout (8.33)
Las otras dos ecuaciones pueden desacoplarse derivandolas y reemplazando
_ (%)2 v — 2
m T T dt?
8.34)
Bo )2 d*v (
N (%) by = dto

Cada una de estas ecuaciones diferenciales puede ser resuelta por separado. Como
la velocidad es la derivada primera de la posiciéon respecto del tiempo, la primera
integracién es directa. Administrando cuidadosamente las constantes, tenemos
By)? a2 & (z—xe By)?
—(%)Q(a:—xc):dg e Cl(;z)ﬂL(%)Q(x—xc):O
B d? d?(y—ye B
— () (y—y) = (2 (y—p) = 0

(8.35)



108 CAPITULO 8. MAGNETOSTATICA

dondeD x¢ e yo son constantes de integracion a determinar. Las formas de la derecha
han sido incorporadas para que el estudiante recuerde los osciladores arménicos. En
efecto, ellos tenian la misma ecuacion diferencial, y por tanto, la misma clase de
soluciones. Entonces no hace falta calcular. Simplemente escribinos las soluciones y
sus derivadas primeras, que seran utiles después

r—xc = Ap sin(wt+ ¢,) y—yo = A, sin(wt+ ¢,)

v, = Agw cos (Wt + ¢y) v, = Agw cos (wt+ ¢,) (8.36)

donde las amplitudes A, y A,, junto con las fases iniciales ¢, y ¢, son constantes a
determinar, mientras que la frecuencia angular w es la misma en ambas soluciones
y vale

B
w = 9B (8.37)
m
En el instante inicial tendremos
—Tc = A$ sin (¢:E) —Yc = Ay sin (¢y) (8 38)
vor = Azw cos(¢y) voy = Ayw cos(¢y) '

El panorama podra resultar algo desalentador, si observamos que disponemos de
cuatro condiciones iniciales y seis constantes a determinar. Pero no hay que alar-
marse, especialmente si recordamos que las fuerzas magnéticas, cuando actian solas,
cuidan de no cambiar la energia cinética. Esto puede escribirse como sigue

;m {vgm + 05, } = ;mwQ [Ai cos” (wt+ ¢y ) + A2 cos® (wt+ ¢y) } (8.39)
Esta expresiéon merece una atencién muy especial, porque probablemente nunca
hayamos tratado algo parecido. Comencemos por observar que el primer miembro es
constante, mientras que el segundo es una funcién del tiempo. Como la igualdad debe
cumplirse para todo tiempo t, el corchete del segundo miembro debe ser constante.
Esto sélo puede lograrse haciendo

™

A, = A, y cos(wt+¢,) =sin(wt+¢, ) = Cos<wt+¢x—2) (8.40)

de donde se concluye que

™
by = 60— > (8.41)
Para simplificar la notaciéon hacemos A = A, y ¢ = ¢, con lo que las condiciones

iniciales toman la forma

—zrc = A sin(¢) yo = A cos(9)

Vor = Aw cos(¢) voy = Aw sin (¢) (8.42)
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Ahora si tenemos cuatro ecuaciones y cuatro constantes a determinar. Con un poco
de trabajo llegamos a

_ 1 2 2 _ Yoy e = —A sin(e)
A = 5 \ Voz T Uy ¢ = arctg (vog) o = A cos(6) (8.43)

Con esto quedan completamente caracterizadas las funciones del tiempo que descri-
ben la posicion de la particula. Las pasamos en limpio para analizarlas.

r—xc = A sin(wt+ ¢)
y—1yc = A cos(wt+ @) (8.44)
Z = vyt

Entre las dos primeras funciones podemos eliminar el tiempo para tener una idea de
la trayectoria. Para ello, elevamos al cuadrado ambas funciones, y luego las sumamos.
Asi obtenemos

(x—zc)® + (y—y) = A (8.45)

Esta es la relacién funcional que define una circunferencia de radio A, centrada en
(xc, yo). Observando que el movimiento contiene ademés un desplazamiento unifor-
me en z, concluimos que la érbita sera una hélice de paso constante alrededor de un
eje paralelo al campo éo que pasa por (z¢,yc). La misma se desarrolla sobre una
superficie cilindrica de radio A.

8.9. Las leyes integrales de la magnetostatica.

Cuando tratamos la electrostética, analizamos el comportamiento del campo E
bajo dos miradas integrales. En la ley de Gauss estudiamos el flujo de E a través
de cualquier superficie cerrada. Luego, vimos que también resultaba conservativo al
analizar la circulacién sobre cualquier curva cerrada. Ahora mos proponemos ha-
cer los mismos analisis sobre el campo de induccién magnética B. Estos resultados
podrian derivarse de la ley de Biot-Savart, pero nosotros no haremos tales deduc-
ciones. Nos limitaremos a dar enunciados precisos y centraremos la atencion en sus
consecuencias mas importantes.

8.10. Ley de Gauss magnetica.

Consideremos una region del espacio en la que existe un campo de induccién
magnética B(7) invariante con el tiempo. Sea S una superficie cerrada imaginaria
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cualquiera que se encuentra en la regién. Sea dl el nombre genérico de los vectores
diferenciales normales exteriores de la superficie S. Entonces, el flujo del campo de
induccién magnética B(r) a través de la superficie cerrada S, es siempre nulo.

ﬁ B-ds = 0 (8.46)

A partir de este enunciado podemos sacar algunas conclusiones inmediatas. En pri-
mer lugar, recordemos brevemente el caso electrostatico. En ese caso, el flujo era
proporcional a la carga eléctrica neta encerrada por la curva, y deciamos que las
cargas eran las “fuentes escalares”del campo. Ademads era precisamente en las car-
gas donde empezaban y terminaban las lineas de campo.

La ley de Gauss magnética, por analogia nos dice que el campo de induccién
magnética B (7) “no posee fuentes escalares”. En otras palabras, no existe un anélogo
magnético de la carga eléctrica. A la vez, de esta propiedad se desprende que las
lineas del campo B () no tienen ni inicio ni fin. Esto sugiere que las mismas son
necesariamente cerradas.

8.11. Ley de Ampere.

Consideremos una region del espacio en que yace una distribucion de corriente
estacionaria J| (7), y el campo de induccién magnética B (7) que ella produce. Sea C'
una curva simple cerrada cualquiera, y sea S una cualquiera de las superficies limi-
tadas por la curva C'. Sea dl un elemento de longitud de la curva C, cuya orientacién
ha sido elegida arbitrariamente. Sea ds un elemento de rea de la superficie S, cuya
orientacién cumple con la regla de la mano derecha respecto de dl. Entonces, La
circulaciéon del campo de induccién magnética B (7) a lo largo de la curva cerrada

-

C', es proporcional al flujo de la densidad de corriente J(7) a través de la superficie

S.
]{ B-dl = 47rk:’/ T ds (8.47)
c S
Expresion de bosillo: La ley de Ampere suele recordarse observando que la

integral del segundo miembro es la corriente que atraviesa la superficie S. Llamando
Is a tal corriente podemos escribir

]{ B-dl = 4xk'Ig (8.48)
C

La principal observacion que surge de la ley de Ampere es que el campo de induccion
magnética B(r) es “no conservativo”. Por lo tanto no serd posible derivarlo de un



8.12. OTRA VUELTA DE TUERCA SOBRE SIMETRIAS. 111

potencial escalar, tal como haciamos con el campo electrostatico. Por otra parte,
esta ley puede utilizarse para el cédlculo del campo B(7) en casos muy particulares,
en los que la distribucién de corrientes presentan muy alta simetria.

8.12. Otra vuelta de tuerca sobre simetrias.

Y otra vez la cuestion de las simetrias... Pero ahora en relacién con la ley de
Ampere. ;Qué nuevo condimento tienen los fendmenos magnéticos? Aparece una
diferencia findamental, residente en que las fuentes del campo E(f’) son fuentes
vectoriales (corrientes estacionarias). Esta diferencia con el caso electrostatico (en
que las fuentes eran escalares) genera una nueva variante de simetria, que en algunas
dreas de la fisica suelen llamarse simetrias magnéticas?.

Como siempre, estamos interesados en extraer conclusiones acerca de las com-
ponentes de E(F’), por observacion de la simetria de la distribucién de corrientes.
Para ello, comencemos por reconocer dos propiedades simples que surgen de la ley
de Biot-Savart

) .
By = [ T

‘F—r ‘7“—

dv (8.49)

NN

Supongamos que D representa el dominio sobre el que se desarrolla la distribucién
de corriente. Asi tendremos

a) Si la direccién de J| (77 ) es la misma sobre todo el dominio D, entonces la
componente del campo B (7) en dicha direccién es nula.

b) Si la distribucién de corrientes se invierte ( es decir que se campbia J(r7) por
—z(r ), entonces el campo B(7) también se invierte. Esto es, B(F) se convierte en

B(7).

Veamos cémo operan estos conceptos en algunos ejemplos de alta simetria.

I) Hoja de corriente plana infinitamente extendida: Consideremos un
plano infinitamente extendido sobre el cual se desarrolla una corriente uniforme,
que cabe ser descripta por una “densidad superficialconstante K. Note que K hace
las veces de J en problemas donde la distribucion se desarrolla sobre dominios su-
perficiales (su unidad serd A/m). Para analizar las componentes del campo B(7),
elegimos un punto P cualquiera, no contenido en el plano. Sin pérdida de generali-
dad, podemos elegir el eje z pasando por P en direccion perpendicular al plano de
corrientes. El origen lo elegimos en el pie de dicha perpendicular sobre el plano. El
eje x lo elegimos coincidente con la direccién de &, y eje y (por supuesto sobre el
plano) de modo que forme una terna directa.

2Por ejemplo en cristalografia.
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Apliquemos ahora las condiciones a y b. Como los vectores K apuntan todos en
direccion z la condicion a puede aplicarse, por lo que la componente B, es nula.
Ahora imaginemos una rotacion en 7 alredador del eje z. Recordando que el campo
estd “atado.? sus fuentes, B (7) gira con el sistema. Al completar el giro, la distri-
bucién de fuentes se invirtié respecto de su posicion original. Esto es, equivalente a
decir que se cambid K por —K. Sin embargo, la componente B, se mantuvo inalte-
rada. Por tanto B, entra en contradiccién con la propiedad b derivada de la ley de
Biot-Savart. Entonces, B, debe ser nula. Asi concluimos que la tinica componente
no nula de B es B,. Indagamos ahora acerca de su variabilidad en el espacio. Si la
distribucion se traslada distancias arbitrarias en x y en y, su aspecto es invariante
para un observador situado en P. Por tanto, el campo no puede depender de las
cordenadas x e y. Entonces concluimos que el campo de induccion magnética B (7),
toma la forma simple

B(i) = By(2)J (8.50)

II) Cilindro infinito con corriente exial: Consideremos ahora un objeto
conductor infinitamente largo, por el circula una corriente axial cuya densidad vo-
lumétrica J depende exclusivamente de la coordenada radial p. Esto es, en coorde-
nadas cilindricas

J(r) = J.(p) k (8.51)
donde el eje z corre a lo largo del eje del sistema. Nuevamente elegimos un punto
P no contenido en el eje de la distribucién. Como J tiene direccién z en todo
el dominio, la componente B, en P debe ser nula. Ahora imaginemos un eje que
pasa por P y corta perpendicularmente al eje z. Si giramos la distribucién en w
alrededor del eje que pasa por P, su nuevo aspecto tiene los vectores J invertidos.
Sin embargo, la componente B, mantiene la orientacién ente dicha rotacién. Esto
estd en contradiccién con la prpiedad b, por lo que b, debe ser nula. Para finalizar
el andlisis, reconozcamos que un observador situado en P no detecta cambios por
rotaciones alrededor del eje de simetria, ni por traslaciones a lo largo del mismo.
Entonces B no puede depender ni de ¢ ni de z. Asi concluimos que el campo de
induccién magnética B (7) en este tipo de sistemas tendra la forma

v

B(7) = By(p) ¢ (8.52)

8.13. Ejemplo 1:Hilo recto infinito.

Consideremos un hilo conductor recto infinitamente largo, por el que circula una
corriente estacionaria I. Naturalmente, trabajamos en coordenadas cilindricas. El
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analisis de la simetria nos permite concluir que la tnica componente no nula de
B(7) es la azimutal y sélo depende de la coordenada radial p. Entonces

B, = B. =0 By, = By (p) (8.53)

De lo que inmediatamente se deduce que las lineas del campo B (7) son circunferen-
cias contenidas en planos perpendiculares al hilo, cuyos centros estdn precisamente
en el hilo. Esta simetria es especialmente apta para determinar el campo de induc-
cién magnética utilizando la ley de Ampere.

Comencemos por elegir como curva de integracion C, una linea de campo de
radio p. La superficie S limitada por C' puede ser el circulo de radio p contenido en
el plano de la circunferencia. Para fijar ideas, supongamos que la corriente circula
en el sentido positivo del eje z3. Elegimos los vectores dl en sentido antihorario visto
desde el lado positivo del eje z. En consecuencia, los vectores ds deben orientarse en
el sentido positivo de z (regla de la mano derecha).

Trabajemos con el primer miembro de la ley de Ampere

f B = f B dio = § Bu(p) (8.54)

Como el dominio de integracion tiene p constante, la componente §¢(p) puede salir
de la integral. Entonces

7(0 B-dl = By(p) /C dl = 21p By (p) (8.55)

Ahora pongamos atencién en el segundo miembro de la ley de Ampere. Observemos
que el dato del problema es la corriente I, con lo que podriamos utilizar simplemente
la formade bosillo. Sin embargo, corresponde una reflexion acerca del signo. En
realidad, la corriente es el flujo del vector J a través del rea del conductor. Por su
parte, el area del conductor en el plano de la espira forma parte de la superficie S.
Por tanto, I debe considerarse positiva si atraviesa la superficie en el sentido de ds
y negativa en caso contrario. Esto estd en concordancia con nuestra eleccion de [
por lo que no aparecen incompatibilidades de signo. Entonces tenemos

2mp By (p) = Ank'] (8.56)
De donde tenemos finalmente que
By (p) = 2,;,] (8.57)
o recuperando la forma vectorial
Bip) = 204 (8.58)

3Es interesante observar que la corriente es una magnitud escalar, por lo que le corresponde un
signo. En tal sentido, la elecciéon hecha aqui puede considerarse como una convenciéon de signos.
Esto significa que los resultados que se obtengan podrén ser utilizados ain cuando la corriente
vaya en sentido contrario, siempre que al reemplazar su valor se respete su signo.
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Capitulo 9

Campos variables en el tiempo

9.1. Ley de Faraday.

Consideremos una region del espacio donde yacen simultaneamente un campo
eléctrico E(F, t) y un campo magnético E(F, t) que pueden variar con el tiempo.
Elegimos una curva simple cerrada C' cualquiera y una de las superficies limitadas
por C, a la que llamaremos S. Luego elegimos una orientacién para circular sobre
C, definiendo los vectores dl tangentes a C, en el sentido elegido. Consistentemente,
definimos los vectores ds perpendiculares a S, cuyo sentido debe respetar la regla
de la mano derecha en relacién con dl. Entonces, la circulacién del campo eléctrico
E (7,t) sobre la curva cerrada C, es proporcional al valor cambiado de signo, que
adquiera la derivada temporal del flujo magnético a través de la superficie S. Esto

€S

— — d — —
E.dl = —— B-d 1
ﬁ* dt Jo N (0-1)

Una lectura inmediata de la ley de Faraday nos indica la aparicién de una nueva
variedad de campos eléctricos. ;Por qué una nueva variedad? Observe el lector que
la integral de circulacion del primer miembro era ya conocida en el contexto de
la electrostatica. Justamente, en dicho contexto resultaba siempre nula, por lo que
deciamos que el campo electrostatico es conservativo. Ahora resulta que esto ya no es
asi. Cuando se admiten modificaciones temporales, el campo eléctrico puede ser “no
conservativo”, en cuyo caso sus fuentes estan relacionadas con la variacién temporal
del flujo magnético. En otras palabras, decimos que variaciones temporales del flujo
magnético, dan lugar a la creacién de un campo eléctrico no conservativo.

115
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En el segundo miembro de la ley de Faraday, observamos que la derivada temporal
abarca la integral de flujo magnético. Entonces, cualquier modificacion de dicho flujo
dara lugar a que la derivada tome valores no nulos. Pero ;qué hechos pueden dar
lugar a variaciones de flujo? Aqui van algunas causas posibles

a) Que el campo magnético B varfe con el tiempo.

b) Que la curva C' cambie de posicién u orientacién con el tiempo.

¢) Que la curva C' cambie de forma con el tiempo.

Por supuesto que cuando ocurre alguno de estos hechos, no hay garantia de que
el flujo efectivamente varie. Habra que analizar cada caso en particular.

9.2. Proyeccién tecnoldégica.

La ley de Faraday constituye uno de los logros mas trascendentales de la historia
de la ciencia. Calificativo que mereceria ya por ser una pieza clave en la formulacion
de la teoria electromagnética. Pero hubo mucho mas... Segin cuentan los que cono-
cen la historia, parece que un distinguido cientifico (casi seguramente miembro de la
Royal Society) le pregunté a Faraday: ... mas alld del simpatico efecto al que usted
refiere, digamé ;jpara qué puede “servir’que en un lazo conductor se establezca una
corriente, frente a la variacion del flujo magnético? Naturalmente, Faraday desco-
nocia la respuesta, por lo que contesté con una nueva pregunta... Y usted podria
decirme a priori jpara qué sirve un bebé que hoy mismo estard naciendo? Si quiere
saberlo, debe esperar pacientemente acompanando su desarrollo con esmerados cui-
dados... La historia mostré que aquel efecto seria uno de los principales promotores
del desarrollo tecnoldgico desde el iltimo cuarto del siglo XIX hasta nuestros dias.

Pero ;Coémo fue esa historia? En realidad, la ley de Faraday no nacié con el
formato que la presentamos hoy, sino que habia una diferencia menor (;menor?):
La curva cerrada C' no era una curva imaginaria cualquiera del espacio, sino un
hilo conductor cerrado. Esta posibilidad sigue siendo valida en la formulacién ac-
tual, aunque se admiten otras variantes. Pero centrémonos en esa primera mirada,
desarrollando el ejemplo mas elemental posible.

Consideremos una horquilla formada por dos varillas conductoras paralelas, uni-
das por un puente resistivo en uno de los extremos (ver figura). Otra varilla con-
ductora se desliza sobre los lados paralelos , de modo que con su contacto cierra un
circuito rectangular de area variable. Para fijar ideas, suponga que la varilla mévil
viaja hacia la derecha con velocidad constante ¢/, mientras que el montaje completo
se encuentra inmerso en un campo magnético uniforme éo, perpendicular al plano
de la horquilla y saliente del dibujo. El origen de coordenadas, y la terna directa de
ejes se indican en la figura, con lo que los vectores velocidad y campo magnético
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toman la forma
U = "U; éo = Boz? (92)

. Cual serd la espectativa respecto del funcionamiento de este sistema? Vayamos por
partes,

a) En primer lugar, observemos que la variacién temporal del flujo magnético a
través del area del circuito, dara lugar a que la circulacion del campo eléctrico sobre
él resulte no nula. Siempre que ocurre esto sobre un circuito, decimos que el circuito
esta afectado por una fuerza electromotriz ¢ dada por

¢ = 740 B di (9.3)

Recordando la relacién entre esta integral y el trabajo mecanico, podemos definir
la fuerza electromotriz inducida € como el trabajo por unidad de carga moévil del
circuito, aportado por el fenémeno electromagnético.

b) Como consecuencia de la fuerza electromotriz aparecerd una corriente en el
circuito, dando lugar a la disipacién térmica por efecto Joule en el resistor.

c¢) Dado que por la varilla mévil circula una corriente, y que la misma se desplaza
dentro de un campo magnético, aparecerd sobre ella una fuerza magnética.

d) Para que la velocidad sea constante, serd necesario que un agente externo
aporte una fuerza que compense la fuerza magnética.

Antes de comenzar con la resolucién, definamos la geometria. Llamaremos C' a la
curva que describe el circuito, la cual tendra un formato variable. Sobre ella elegimos
que los vectores dl estén orientados en sentido antihorario. Luego elegimos que la
superficie S sea el sector del plano limitado por C, y sus vectores normales de, en
virtud de la regla de la mano derecha, resultan salientes del plano del dibujo.

ds = dsk (9.4)



118 CAPITULO 9. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

Ahora estamos en condiciones de aplicar la ley de Faraday (9.1). Comencemos por
calcular el flujo magnético.

Dyy = /sé-d} - /SB[)/%-dslé - /SBods - Bo/sds — ByA (9.5

donde ® 54 se ha utilizado como notacién habitual para flujos. Observe que A es el
area variable de la superfice S que puede escribirse como

A= lx (9.6)

donde [ es la separacién entre los lados paralelos de la horquilla. Ahora escribimos
la ley de Faraday en una forma “casi”de bolsillo*.

d® 5,
= — 9.7
¢ o (9.7)
Reemplazando (9.4) y (9.5) en (9.6) y operando, tenemos
d dz
€ = —%(Bolx) = _BOZE = —Bolvm = BolU (98)

Si R es la resistencia del circuito, la ley de Ohm nos conduce a la corriente I que
circula por el mismo

BolU
= IR I = — 9.9
e R o (99)
y la potencia convertida por efecto Joule en el resistor es
B21202
p=1PR=22" (9.10)

R

Analicemos la fuerza magnética que actiia sobre la varilla mévil. Para ello imagi-
namos la varilla segmentada en tramos diferenciales, cada uno de los cuales esta ca-
racterizado por un vector dl. Por otra parte, el campo magnético EO ejerce su in-
fluencia sobre cada uno de estos elementos. Las formas vectoriales consistentes con
la geometria planteada son

. o o Bl o = o
| = dyj [dl = — ?%Udyj By = Bok (9.11)

Entonces, la contribucion dFy ala fuerza magnética sobre cada elemento dl de la
varilla viene dada por

. S L Byl G = B2l y
dffy = Tdlx By = —2%% a4y i x Bok = — ;%vdyi (9.12)

I'Decimos casi, porque este formato no es terminolégicamente adecuado para todos los casos.
La fuerza electromotriz es un concepto de neto corte tecnoldgico, por lo que no se condice con usos
de la ley de Faraday en aplicaciones en el vacio libre de cargas.
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La fuerza total se obtiene por integracion sobre toda la varilla. Observando las
constantes del caso, tenemos

2 272
2 Blm/ dy — Blvz (9.13)
Entonces concluimos que la fuerza magnética Far es opuesta a la velocidad. Ahora
bien, segin hemos propuesto en las hipdtesis, la varilla viaja a velocidad constante
U, por lo que la fuerza neta sobre ella debe ser nula. De esto se deriva que hay
otra fuerza sobre la varilla, que compensa el efecto magnético. Esta fuerza debe
ser aportada por un agente externo, por lo que la llamaremos “fuerza externar la
denotaremos por ﬁEXT. Entonces

Fy + Fpxr = 0 (9.14)

Aqui cabe preguntarse, ; Qué potencia mecanica estara aportando el agente externo
para sostener el movimiento de la varilla? Consideremos el desplazamiento de la
varilla entre dos posiciones rotuladas como x; y x5, por las que la misma pasa en los
tiempos t; y t2 respectivamente. La potencia media Pgxr desarrollada por el agente
externo en este recorrido sera

Wﬂ
Ppyyp — —lexr _ / By - dll 9.15
EXT At t2 _ tl EXT * ( )

donde dl’ es un elemento del camino. Los vectores involucrados son

dir = dui (9.16)

Entonces

1 T2 B2[2¢ . o B2[2 .
/2 Ol R Rl (9.17)
tQ—tl T

P —
ExT . R Rty —t,

Como la velocidad es constante, el segundo cociente coincide con el médulo de dicha
velocidad. Finalmente tenemos que
B21%v?

Ppxr = OR (9.18)

Este resultado coincide exactamente con la potencia convertida por efecto Joule, que
fuera obtenida en (9.9). Discutamos la trascendencia de este resultado. En primer
lugar observemos que el mecanismo en conjunto permite la conversion de trabajo
mecanico en energia térmica disponible para ser transferida en forma de calor en di-
versos usos. jDe qué manera se ha utilizado esto como clave del progreso tecnolégico?
Para comprender esto, nos remitiremos a una historia que, aunque ficticia, podria
representar la realidad muchas veces repetida. Cuando los antiguos pobladores de
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una pequena comunidad se organizaron en forma colectiva, tenian la necesidad de re-
colectar lena en los alrededores de la aldea. Esta tarea de acarreo y almacenamiento
era trabajosa pero simple. Sin embargo, las ventajas de vivir en comunidades con-
centradas en pueblos, llevo a una creciente demanda energética que complicaba las
cosas. La naturaleza no proveia suficiente lena en bosques cercanos, por lo que los
acarreos eran largos y dificultosos. Aparecié la competencia con los poblados vecinos
por el control de los recursos energéticos, y todo lo que ya sabemos ... El sistema
colapsé. Pasaron algunos siglos de acuerdos y desacuerdos (que por supuesto, siguen
hasta hoy), hasta que aparecié una alternativa al problema de transporte de energia
(Entiéndase bien, sélo se resuelve en parte el problema de transporte). {Cémo fun-
ciona? Se convierte energia mecanica en electricidad, donde hay recursos naturales.
Luego se “transporta”la electricidad por los cables hasta los centros de consumo.
Alli se la reparte (se la factura) y se la reconvierte para diversos usos.

9.3. Ejemplo 1. Espiras rotantes.

Consideremos una espira plana que es obligada a girar con velocidad angular
constante w, alrededor de un eje contenido en el mismo plano de la espira. Suponga
que el montaje se encuentra inmerso en un campo de induccién magnética B uni-
forme e invariante en el tiempo, cuya orientacién es perpendicular al eje de giro. El
movimiento de la espira es garantizado por el trabajo que aporta un agente externo.
Para fijar ideas, consideremos que la espira es un alambre conductor de forma rec-
tangular, que gira alrededor de un eje que pasa por su centro como indica la figura.
Para aplicar la ley de Faraday, elegimos la curva cerrada C' sobre la espira, y la su-

d
® ds s
. B
eje je
NN

AN

Ne)

perficie S como el sector plano rectangular limitado por C'. Elegimos la circulacién
antihoraria como positiva, y consistentemente la superficie queda orientada con sus
vectores normales salientes del plano del dibujo. Aqui hay que tener mucho cuidado,
porque la espira cambiara de posicién con el tiempo por lo que la orientacién elegida
puede prestarse a confusiones. Entonces debemos enfatizar que la orientacion elegida



9.3. EJEMPLO 1. ESPIRAS ROTANTES. 121

debe respetarse en todo tiempo sobre la espira, por lo que una buena practica seria
“pintar.®! alambre con la flecha que indica el sentido elegido para los vectores dl.

Ahora imaginemos que la espira esta moviéndose dentro del campo de induccién
magnética B. Entonces aparecera sobre ella una fuerza electromotriz inducida ¢ dada
por

d — —
= —— B-d 9.19
¢ dt Js s ( )

Los vectores involucrados en el flujo son B y ds. Sus médulos son constantes, pero
sus orientaciones relativas varian con el tiempo. En la figura vemos la espira en un
instante mientras gira. Los vectores son idénticos sobre toda la superficie, y el angulo
que forman en ese instante es

Entonces
€ = —d/ B cos (0p + wt) ds = _4 B cos (0 +wt)/ ds} (9.21)
Codt s ’ St ’ s '

La integral representa el drea de la espira, a la que identificaremos por A. Resolviendo
la derivacion, tenemos

€ = BAw sin (6y + wt) (9.22)

Este resultado representa una fuerza electromotriz oscilante de amplitud ¢g, con lo
que tenemos

¢ = BAw —  €(t) = € sin(bp + wt) (9.23)

Cuando la fuerza electromotriz tiene esta forma de variacion temporal, la llamamos
f.e.m. alterna.

El fenémeno que describimos en este ejemplo constituye la base de funcionamien-
to de la mas difundida clase de generadores eléctricos. Habitualmente, los genera-
dores que suministran una f.e.m. alterna se llaman “alternadores”. Otras maquinas
que funcionan bajo la misma idea basica se llaman “dinamos”, pero un mecanismo
de conmutacion hace que la f.e.m. que producen sea del tipo continua.

La expresién (9.24) muestra que la amplitud de la f.e.m alterna depende del area
de la espira, por lo que los disenos compactos de generadores no utilizan una tnica
espira, sino un arrollamiento formado por NN espiras muy apretadas. En estos casos,
la amplitud se convierte en

e = NBAw (9.24)
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9.4. Ejemplo 2. Espira movil.

Supongamos que cierta region del espacio de ancho 2d esté afectada por un campo
de inducciéon magnética uniforme B. Supongamos ademas que una espira cuadrada
de lado 2l y resistencia R, se desplaza perpendicularmente al campo con velocidad
constante ¢, como indica la secuencia de la figura. Nos preguntamos acerca de la
corriente que circulara por la espira en cada tramo de su recorrido.
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Para desarrollar el problema, necesitamos un marco geométrico adecuado. Ele-
gimos el origen de coordenadas y los ejes como se indica en el primer dibujo de la
secuencia. Luego reservaremos la notacién x para identificar la abscisa del centro de
la espira (Note que inicialmente es negativa). Ahora elegimos el sentido de circula-
cién antihorario como positivo sobre la espira, por lo que la superficie plana limitada
por la misma queda orientada con sus vectores normales salientes. Aqui proponemos
que el estudiante determine el flujo por observacién directa sobre el gréfico, hasta
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convencerse de lo que sigue

0 six < —(d+1)
2Bl (x +d+1) si —(d+1)<z<—(d-1)
Py (x) = ¢ 4BP? si —(d=1)<zx<(d=1) (9.25)
2Bl (x —d—=1) st (d=1)<z<(d+1)
0 st (d+1) <z

En la figura representamos el flujo magnético ® 54 como funcién de la coordenada
x. Apliquemos la ley de Faraday, pero cuidando mucho el detalle de la derivacién.

- | | X
—(d+1) —(d—=1) d=1) (d+1)
Observe que utilizamos la regla de la cadena
d d dx d
Y la corriente se obtiene simplemente dividiendo por R.
) vy d
i) = = By (0) (9.27)
Reemplazando y operando obtenemos
0 stz < —(d+1)
—2Blo si —(d+1)<zx<—(d-1)
i(x) = 0 si —(d=1)<z<(d—1) (9.28)
2Blve si (d=1)<z<(d+1)
0 si (d+1)<ux

En la figura siguiente representamos la corriente ¢ como funcién de la coordenada .
Observe la relacion entre este grafico y el anterior. Los unicos tramos del recorrido
en los que aparecen corrientes son los indicados por b y d en la secuencia. Estos
tramos coinciden con la entrada de la espira en la region de campo, y su posterior
salida. La corriente durante la entrada es negativa, por lo que interpretamos que
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—(d+1)| —(d—-1) (d—=1) (d+1)

circula en sentido horarario. Contrariamente en la salida la corriente circula en
sentido antihorario. Como ya hemos visto, la energia disipada por efecto Joule en
la espira debe ser aportada por un agente externo, que realice trabajo para sostener
el movimiento. Es interesante observar que durante la entrada de la espira (tramo
b), la fuerza magnética total sobre ella es la que opera sobre el lado derecho, donde
la corriente circula hacia abajo. Utilizando la regla de la mano derecha, observamos
que la fuerza magnética apunta hacia la izquierda. Observe que en la salida (tramo
d) la fuerza magnética apunta nuevamente hacia la izquierda, ya que la corriente es
antihoraria, pero se involucra el lado izquierdo de la espira. Este simple razonamiento
nos permite concluir que el agente externo debe hacer fuerza hacia la derecha en
ambos tramos para mantener el movimiento.

9.5. Regla de Lenz.

Demos otra vuelta de tuerca sobre el ejemplo anterior. Comencemos por centrar
nuestra atencion en el tramo b donde la corriente circula en sentido horario. Si pen-
samos que tal corriente es la fuente de un campo de induccién magnética adicional,
es facil observar que el flujo de dicho campo a través de la espira serd negativo
(flujo entrante)?. Si ahora observamos lo que ocurre en el tramo d, encontramos que
el flujo debido a la corriente es positivio (saliente). ;Qué detalle comparten estos
comportamientos? A riesgo de incurrir en una personificacién de dudosa rigurosi-
dad, me permito atribuirle cierta “voluntad.® la espira. Podemos imaginar que su
caracter es conservador, de modo que su respuesta ocurre en oposicion a los cam-
bios. Pero ;Qué tipo de cambios? Justamente, cambios en el flujo a través de ella. Si

2Si para el lector no fuera evidente, sugerimos el uso de la regla de la mano derecha.
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observamos cuidadosamente, vemos que, tanto en el tramo b como en el d, la espira
“produjocorrientes que generaron flujos en “oposiciéon.?l cambio del flujo preexisten-
te. En efecto, en el tramo b el flujo preexistente era saliente y su valor aumentaba.
Entonces el flujo aportado por la corriente fue entrante, como un intento de evitar el
cambio que estaba ocurriendo. En el tramo d, el flujo preexistente era saliente pero
disminuia. Entonces, para evitar tal disminucién, la corriente en la espira circulé de
modo tal que el flujo producido tendiera a “reforzar”, apuntalando el estado previo.

Este modo de pensar, tal vez algo informal, es muy practico y difundido, es-
pecialmente en ambitos tecnoldgicos. El mismo recibe el nombre de regla de Lenz,
y constituye una excelente herramienta intuitiva para la determinaciéon del sentido
de circulacion de la corriente. No obstante, es conveniente remarcar que la ley de
Faraday tine un espectro muy abarcativo de fenémenos, en los que no siempre hay
corrientes involucradas. Por tanto la regla de Lenz no es una ley general, al menos
en el sentido informal que la definimos. Sin embargo, un intento de formalizacién
no nos conduciria méas que a la ley de Faraday tal y como ya la enunciamos. Al-
gunos autores, atendiendo a un merecido homenaje, suelen refererirse a la ley de
Faraday-Lenz.

9.6. Inducciéon mutua.

Consideremos dos circuitos fijos a los que identificaremos por 1 y 2, tales que
sean muy préximos entre si. Cuando decimos fijos, entendemos que no varian ni sus
formas ni las posiciones relativas entre ellos. Supongamos ahora que a lo largo del
circuito 1 circula una corriente instanténea i (t), que genera un campo de induccién
magnética gl(t). Este influye sobre el circuito 2, originando un flujo @5  a través
de una superficie S limitada por la curva C5 sobre la que se desarrolla dicho cir-
cuito. Supongamos ademads que las variaciones temporales de i; son relativamente

- ™ r ™~
ds,® || di, ds,® || diy
Ol Sl C12 SQ
_ J \_ J

circuito 1 circuito 2
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pequenas, de modo que el campo B pueda aproximarse con la ley de Biot-Savart.
Entonces en el instante ¢ tenemos

Py5, (1) = fs B, (7,t) - dss (9.29)

donde 75 representa los puntos de la superficie Sy, y B, (7%, t) viene dado por la ley
de Biot-Savart

B-‘l (FQ’t) _ @ /C 1 (t) dll X (7"2 — 7”1) _ o 1 (t) /C dll X (7”2_)_ ;"1) (930)

A |7 — 7 | 4 | 7 — 7 |

En esta expresion, las posiciones 7 representan los puntos de la curva C', sobre la
que se desarrolla el circuito 1. Reemplazando (9.30) en (9.29) y operando obtenemos

dll X 7“2 — 7’1) - .
(1)3132 B [ /52 /C1 | To — 7"1 | ‘ d82] “ (t) (931)

donde i;(t) pudo extraerse de las integrales porque resulta independiente de la geo-
metria sobre la que operan las integrales. En otras palabras, vista desde los dominios
de integracion, i;(t) es una constante. Ahora centremos la atencién en la expresién
entre corchetes (que por cierto, asusta). Observemos que la misma depende exclusi-
vamente de la geometria de los circuitos, que por hipétesis es fija. Entonces estamos
en condiciones de asegurar que la expresion entre corchetes es una constante a la
que llamaremos “coeficiente de induccién mutua’del montaje, y denotaremos por
M. Entonces

Vo @Bﬁ2 _ /’y/ dly x (7 — 77) s (9.32)
s Joy

i1 ( |7 — 7 |

Aunque la definicién de M tiene un aspecto muy desagradable, resulta reparador
saber que rara vez se utiliza en forma tan cruda. Luego lo comprobaremos con un
ejemplo. Lo que es verdaderamente significativo es la versatilidad operativa que
aporta a la ley de Faraday, cuando la misma se aplica a la interaccién entre cir-
cuitos. Supongamos que han sido debidamente elegidas las orientaciones de curvas
y superficies en el montaje de los circuitos 1 y 2. Entonces, combinando la ley de
Faraday con (9.32) tenemos

€21 = _(;itq)élSQ (t) = _Mill( ) (933)
donde €5 representa la f.e.m inducida sobre el circuito 2, debido a la variacion
temporal de la corriente que circula por 1.

Una propiedad sumamente ttil puede demostrarse a partir de la reciprocidad del
analisis anterior. Si hubiéramos considerado que la corriente circulaba por el circuito
2 y estudiabamos su influencia sobre el 1, habriamos obtenido el mismo coeficiente
M. Esto es

(I)Blsz (t) _ ®§251 (t)
i1 (t) i (t)

M = (9.34)
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9.7. Ejemplo de calculo.

Consideremos un hilo conductor recto infinitamente largo. Una espira rectangular
conductora, cuyos lados tienen longitudes a y b, se encuentra en el mismo plano
que el hilo, de modo que sus lados menores sean paralelos al hilo. Supongamos
ademas que la distancia del hilo al centro de la espira es ¢ como se muestra en la
figura (¢ > a/2). Nos proponemos determinar el coeficiente de inducciéon mutua

y
a
—
J| | @ds b di,
C
z

del montaje, y la fuerza electromotriz inducida en la espira, cuando una corriente
alterna de amplitud I; y frecuencia angular w circula por el hilo infinito.

Para comenzar, elegimos el origen y los ejes de coordenadas como se indica en
la figura. Identificamos como circuito 1 al hilo y como circuito 2 a la espira. Luego
elegimos los sentidos de circulacién sobre cada circuito, para tener claro el significado
de los signos de fuerzas electromotrices y corrientes sobre los mismos. Como tenemos
que utilizar el flujo magnético a través de la superficie limitada por el circuito 2,
elegimos la superficie plana del rectangulo limitado por el circuito, y la orientamos
consistentemente (ver figura). Entonces la geometria ya esta preparada.

Ahora tenemos que determinar el flujo @z ¢ . Los vectores involucrados son

- 1 (1) o - o
B (7t) = “02:; VE o sy = dudy (9.35)

Entonces el flujo es

B Hoin () o g dy k (9.36)

q)§152 = /S Bl (7‘ t) dSQ =
El producto de los versores es la unidad. Luego tenemos

i (f) /2 c+b/2
- ““1()/ dx/ i (9.37)

Bisy — 27 —a/2 —b/2 Y
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Las integrales son inmediatas, con lo que concluimos que el flujo es

poa iy (t) c+b/2
D — ! :
B1S2 I n (C — b/2 (9 38)

Ahora, el coeficiente de induccién mutua se obtiene muy facilmente

5 a c+b/2
M = _Bis _ Ho .
a2 \ezom (9:39)

El estudiante podria pensar que hemos tenido mucha suerte en que la corriente se
pudiera simplificar con tanta facilidad. Sin embargo, esto debe ocurrir cualquiera
sea la complejidad del montaje. Esto se debe a que siempre existird (segin hemos
demostrado) una relacion lineal entre flujo y corriente.

Para determinar la fuerza electromotriz inducida utilizamos la forma compacta
derivada de la ley de Faraday.

B d oG c+b/2\ d ,
€ = M%zl (t) = 5 In <c—b/2> ﬁ[ll sin (wt + ¢) | (9.40)
Entonces
_ pealiw c+b/2
€ = o In (c — cos (wt + ¢) (9.41)

9.8. Autoinduccion.

Siguiendo lineamientos analogos a los que conducen al concepto de induccion
mutua, podemos establecer una relacion entre el flujo que atraviesa la superficie
limitada por el circuito 1, originado por la corriente i, (t) que circula por él. Para
ello consideremos un circuito fijo sobre la curva C; y una de las superficies limitadas
por dicha curva, a la que llamaremos S;. La corriente #;(t) dard lugar a un campo
de induccién magnética Bi(t), y éste a un flujo D54, (1) a través de S;. Entonces,
definimos el coeficiente de autoinduccion L del circuito, como

(I)Elsl (t)

Esta expresion es andloga a la (9.32), aunque ha sido voluntariamente omitida la
definicién constructiva jpor qué? Simplemente porque el modelo que representa un
circuito como contenido en una curva cerrada colapsa en el intento de calcular la
autoinduccion. En efecto, el flujo ‘@5 ¢ va a infinito en este modelo, en contra de la

L = (9.42)



130 CAPITULO 9. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

~ N

ds,® || di,

Cy Sy

circutto 1

observacion experimental que da cuenta de un coeficiente de autoinduccion siempre
finito. Aqui nuevamente planteamos un enérgico alerta acerca de la representatividad
de los modelos, recordando que los mismos son caricaturas de la realidad, por lo que
la interpretacién queda a cargo de quien lo utiliza.

Pero entonces, ;Qué modelo podemos usar? En principio, la restriccion sélo pesa
sobre representaciones lineales de conductores con corriente. Ya una representacion
superficial de la corriente puede utilizarse. Por supuesto, siempre podra modelarse
la corriente sobre un sustrato volumétrico.

Por ultimo, tratamos la fuerza electromotriz autoinducida ej1en el circuito, a
partir de las variaciones temporales de la corriente i1 (¢) que circula por él. Suponga-
mos que las reglas geométricas han sido debidamente respetadas para poder aplicar
la ley de Faraday. Entonces tenemos

d d

611 = —a q)élsl (t) — _L % il (t) (943)

La tecnologia ha requerido la creacion de objetos compactos de gran autoinduccion,
a los que se los denomina “inductores”. El uso llevé a la necesidad de una unidad
para los coeficientes M y L. La misma se llama “Henrior se representa por H. Su
relacion con las unidades previas es

(9.44)

Para concluir este tratamiento, es importante resaltar el valor de la expresion (9.43),
y su andloga (9.33). Ambas proporcionan una forma compacta de representar la
influencia de elementos inductivos en circuitos. Como veremos mas adelante, los
inductores tienen un gran protagonismo en cuestiones tecnologicas muy diversas.
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9.9. Ejemplo. Autoinducciéon de un solenoide.

Como ejemplo, desarrollemos el calculo de la autoinduccion de un solenoide de
radio R y longitud [, formado por N espiras muy apretadas (ver figura). Segin

hemos tratado anteriormente, el campo de induccién magnética producido por un
solenoide cuya longitud es bastante mayor que su radio, puede aproximarse como
uniforme dentro de su volumen y nulo afuera. En la regién interior viene dado por
él _ ,u()’h (t)N;
l
donde i, (t) representa la corriente que circula por el solenoide, y hemos asumido
que el eje x positivo corre hacia la derecha a lo largo del eje de simetria.

Para determinar el flujo magnético @5 g , observemos que la superficie involu-
crada proviene de unir las N superficies circulares limitadas respectivamente por las
N espiras. Llamaremos S, a la superficie limitada por cada espira. Como el campo
B, es uniforme dentro del solenoide, tenemos que

5 i (E) N v 1 (t) N2
191 Sy Se [ [ Se

la integral remanente no es mas que el area de la superficie limitada por una de las
espiras. Entonces

(9.45)

/L(]’il (t) N27TR2
By = ; (9.47)

Por 1ltimo, determinamos el coeficiente de autoinduccién L. Como era de esperar-
se, el flujo magnético resultd lineal con la corriente, por lo que L se obtiene muy
sencillamente.

o N2 R?
[
Observemos que el coeficiente de autoinducciéon depende exclusivamente de mag-
nitudes geométricas, y de la constante py. Esta ultima refiere a que el campo de

induccion magnética involucrado se desarrolla en el vacio.

L = (9.48)
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Capitulo 10

Circuitos elementales

10.1. Introduccion.

Resulta sumamente dificil dar una definicién formal en relacién con los circuitos
eléctricos, debido a la enorme diversidad de objetos tecnoldgicos que se alinean bajo
esta denominacién. Por tanto, resulta conveniente una aproximacion conceptual mas
intuitiva que formal. Para ello diremos que la tecnologia provee de dispositivos cuyo
funcionamiento requiere una “conexién.®éctrica. Diremos entonces que un circuito
es un conjunto de dispositivos y conexiones, cuando los mismos forman una unidad
funcional. Como vemos, esto es mas bien una caracterizacién que una definicién, cuya
unica virtud radica en su generalidad aunque practicamente carece de contenido.

Nosotros centraremos nuesta atencién en lo que daremos en llamar “circuitos
elementales”. Pero, ja qué llamaremos circuito elemental? Bueno, simplemente di-
remos que se trata de una unidad funcional en que se conectan componentes basicos
mediante cables. En nuesto caso, los componentes basicos son fuentes de tension
continua o alterna, resistores, capacitores e inductores. Cada uno de estos dispo-
sitivos han sido tratados en capitulos anteriores, y ahora seran utilizados bajo la
simbologia que se detalla en la figura. Todos estos elementos seran considerados
“ideales”. Esto es, que las tinicas magnitudes significativas del objeto son las que se
indican al lado del simbolo®.

En los gréaficos de circuitos, los componentes se vinculan mediante lineas que
representan conductores ideales (es decir, libres de resistencia). Por ultimo, diremos

'Los componentes reales suelen tener més especificaciones. Por ejemplo las baterias poseen una
resistencia interna. Los inductores también presentan resistencia. Ademéds todos los dispositivos
traen especificado el régimen de funcionamiento que admiten, por ejemplo, tensiones, corrientes o
cargas maximas admitidas. En disefios reales, todos estos paramentros deben ser tenidos en cuenta.

133
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que el circuito puede tener elementos de comando. En nuestros circuitos sélo encon-
traremos interruptores y conmutadores, cuyos simbolos son los que mostramos en la
figura siguiente

A B

10.2. Aspectos topolégicos.

Los circuitos elementales que trataremos en este capitulo, admiten ser repre-
sentados en el plano mediante la simbologia introducida en la seccién 10.1. Ahora
incorporamos la terminologia necesaria para tratar las formas de conexién posibles.
En primer lugar, representamos un circuito en sentido genérico, donde los cuadra-
dos vacios pueden ser reemplazados por cualquier componente. Las definiciones que
daremos a continuacién son de caracter general, en el sentido que pueden aplicarse a
cualquier circuito. Por tanto, es indispensable familiarizarse con este lenguaje, para
luego comprender una serie de reglas muy practicas vinculadas a la resolucion de
problemas.

I) Nodo: Es cualquier punto del circuito en que se vinculan al menos tres con-
ductores. En el circuito de la figura son los puntos A, B, C, D. El ntiimero total de
nodos de un circuito lo denotamos por N,,. Entonces en el ejemplo tenemos N,, = 4.
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[ ]
L

. ]
I e

IT) Rama: Es cualquier tramo de un circuito que se inicia en un nodo y termina
en otro, sin contener ningin nodo intermedio. En el ejemplo, tenemos dos ramas que
vinculan los nodos A y B. El niimero total de ramas del circuito lo denotamos por N,.,
y en el ejemplo tenemos N, = 6. Note que una rama puede tener varios dispositivos
conectados, aunque también puede ocurrir que sea simplemente un cable.

IIT) Malla: Es cualquier camino cerrado que pueda establecerse en un circuito,
tal que al recorrerlo, no se pase dos veces por un mismo nodo.En el ejemplo podemos
reconocer seis mallas.

IV) Provincia: Este término es de uso exclusivo en el curso, por lo que sugerimos
que siempre que se utilice en otro contexto, se explique su significado. Si un circuito
plano se lo identifica como un mapa de pais con divisién politica, pueden identificarse
“fronteras”de provincias. Nosotros llamaremos provincia a la malla que representa
la frontera de una provincia. El nimero de provincias de un circuito lo identificamos
por N,. En el ejemplo de la figura tenemos N, = 3.

V) Propiedad topolégica: En un circuito que admite representacion plana, el
nimero de ramas coincide con la suma del niimero de provincias y de nodos menos
uno.

N, = N, + N, — 1 (10.1)

Dejamos a cargo del estudiante que verifique que el ejemplo cumple con esta regla
topoldgica.

10.3. Reglas de Kirchhof.

Hasta este punto, hemos presentado sélo simbologia circuital y cuestiones termi-
nolégicas. Ahora comenzamos con el tratamiento fisico de los circuitos elementales.
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Para ello comencemos por observar, que en cada rama de un circuito habra una
unica corriente (magnitud escalar) que requiere identificacién consistente con la ra-
ma. Ademas debemos elegir un sentido de circulaciéon que indique hacia dénde va
la corriente cuando su valor es positivo. Volviendo al ejemplo de la seccion anterior,
observemos en el grafico que han sido elegidas las notaciones para las corrientes y
sus respectivos sentidos.

Los circuitos siempre pueden entenderse como una red en que cada tramo de con-
ductor posee un potencial instantdneamente uniforme. Por su parte, cada dispositivo
se inserta aportando una diferencia de potencial que depende de su naturaleza fisi-
ca. En algunos componentes, la diferencia de potencial entre sus terminales depende
del sentido de la corriente (resistores e inductores). Para que no queden dudas en
relacion con los signos, en la figura siguiente incorporamos notaciones consistentes
con las relaciones que se detallan luego

s+ B B s B B
1] 1]
11 11
*
T e 4 R ——C L
L A A L A A
Ve —Va = € (pila)
Vg — V4 = Vpsin(wt) (Fuente de tension alterna)
Vg —Vas = —IR (Resistor) (10.2)

Vg -V, = % (Capacitor)
Vg —Vy —L % (inductor)

Note que la diferencia de totencial del capacitor tiene indicado con un asterisco la
cara en que reside la carga considerada (ver figura). Ahora estamos en condiciones
de enunciar las regras de Kirchhof.

* Regla de mallas: En cualquier malla, la suma orientada de las diferencias
de potencial medidas entre terminales de los dispositivos que la componen, debe ser
nula.

* Regla de nodos: En cualquier nodo, la suma de las corrintes que circulan
por los conductores que se vinculan en el nodo, debe ser nula.

Estas reglas se pueden deducir con facilidad a partir del teorema de trabajo y
energia, y de la ecuacion de continuidad de la carga respectivamente.
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10.4. Regimenes transitorio y estacionario.

Segun hemos anticipado, los circuitos elementales pueden tener elementos de co-
mando como interruptores y conmutadores. Cada vez que se opera alguno de estos
elementos, el circuito experimenta cambios en sus corrientes y en otras magnitudes
relacionadas. Estos cambios, en general no son instantaneos. Si al momento de operar
el interruptor (o conmutador) lo identificamos como el inicio del conteo de tiempos,
observamos que en un lapso relativamente corto se dan fluctuaciones temporales im-
portantes en las corrientes, en las cargas de capacitores, en las energias almacenadas
en inductores, etc. Si este proceso tiende a la estabilizacion de las magnitudes, deci-
mos que el mismo es un proceso transitorio, o que el circuito se encuentra en régimen
transitorio. Si a posteriori, las magnitudes afectadas dejan de variar, decimos que el
circuito alcanzé el régimen estacionario. El término “ estacionario”, suele utilizarse
como sinénimo de “independiente del tiempo”, aunque, en circunstancias, no con-
viene aferrarse mucho a esta asociacién terminolégica. En el curso veremos algunos
ejemplos en que el término se usa para denotar conductas repetitivas o localizadas,
que no implican invariancia temporal.

Nosotros trataremos, en primer lugar los circuitos elementales en régimen esta-
cionario. Luego abordaremos algunos casos simples de procesos transitorios.

10.5. Régimen estacionario.

En esta seccién presentaremos algunas reglas practicas que pueden aplicarse
cuando el circuito alcanza el régimen estacionario. Si el circuito contiene fuentes de
tension alterna, no podra alcanzar el régimen estacionario (al menos en el sentido de
la independencia temporal de las corrientes). Pospondremos el tratamiento de estos
circuitos para el capitulo siguiente donde discutiremos un significado ampliado del
término “estacionario”. Hecha esta salvedad, las reglas son las siguientes:

a) Si una rama contiene un capacitor, la corriente en la rama es nula, y el

capacitor estara cargado con una diferencia de potencial compatible con su entorno
circuital. Entonces almacenara energia en el campo eléctrico de acuerdo con

Uo — ;C(AV)Z (10.3)

b) Si una rama contiene un inductor, la corriente a lo largo de dicha rama sera la
misma que si el inductor se reemplazara por un conductor ideal. El inductor alma-
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cenara energia en el campo de induccién magnética de acuerdo con

1
U, = 5LI2 (10.4)

Estas dos reglas permiten la simplificacion de los circuitos, de modo que al momento
de encontrar las corrientes, sélo habra pilas y resistores. Una vez reducido el circuito
a su formato mas simple, podemos aplicar la siguiente regla topoldgica:

c¢) La cantidad de corrientes (incégnitas) serd siempre igual al nimero de ramas.
Para evitar inconvenientes relacionados con la dependencia lineal de las ecuaciones,
debemos utilizar tantas ecuaciones de mallas como provincias tenga el circuito, y
tantas ecuaciones de nodos como el niimero de nodos menos uno.

[lustramos con un ejemplo. En la figura, observamos que el circuito tiene tres
ramas, dos provincias y dos nodos. Por tanto tenemos tres corrientes (incognitas) y
necesitamos tres ecuaciones linealmente independientes. Entonces podemos plantear
dos ecuaciones de mallas y una ecuaciéon de nodos. Observemos en la figura que

han sido elegidos los sentidos de circulacion en que las corrientes seran consideradas
positivas. Para constuir las ecuaciones, elegimos las mallas que coinciden con los
contornos de las dos provincias, y el nodo superior.

€1 — lel + R3]3 + €3 — R411 =0
— €3 — R3]3 + RQIQ + € + R5IQ =0 (105)
[1 -+ [2 + [3 - O

Reordenando nos queda el siguiente sistema lineal inhomogéneo

(Rl + R4) Il — Rg[g = €1 + €3
(RQ + R5) ]2 — Rg]g — €3 — €9 (106)
L +L+1;=0
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cuya solucién se obtiene de resolver los siguientes determinantes

(61 + 63) 0 — Rg
(63 - 62) (R2 + R5) - Rg
0 1 1
]1 -
(Ri+ Ry 0 — R,
0 (Ry+ Rs) — Ry
1 1 1
(Rl + R4) (61 + 63) — R3
0 (63 - 62) — R3
1 0 1
I: = (Ri+Rs) 0 — Rs (10.7)
0 (Ra+Rs) —Rs
1 1 1
(R1 + Ry) 0 (€1 + €3)
0 (RQ + R5) (63 - 62)
.o 1 1 0
7 J(Ri+Ry) O — Rs
0 (RQ + R5) - R3
1 1 1

Entonces, operando cuidadosamente tenemos

I — (e1+€3)(R2+R3+Rs5)—(es—e2) R3
1 (R1+R4)(R2+R5)+Rs (Ri+R2+RatR5)

o (ea—e€2)(R1+R3+R4)—(e1+€3) R
12 o (R1+?%4)(2R2+1R5)i1%3%R1+}%QJSR4<?R5) (108)

I. = —(e1+€3)(Ra+Rs5)—(e3—ea)(R1+R4)
3 7 (Ri+Ra)(R2+Rs5)+Rs (Ri+Ra+Ra+Rs)

Esta resolucién es verdaderamente simple. Pero a menudo ocurren dos tipos
de errores. El primero consiste en equivocar signos al momento de plantear las
ecuaciones. El segundo surge de cuestiones numéricas debidas a la abundancia de
cuentas. Lo tinico que podemos sugerir al respecto, es que tanto el planteo como el
calculo se hagan con sumo cuidado, y que posteriormente se reemplace el resultado
en las ecuaciones como método de control.
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10.6. Carga y descarga de capacitores.

El tratamiento de circuitos en régimen transitorio siempre presenta un grado
mayor de complejidad matemaética, ya que las reglas de Kirchhof desembocan en
ecuaciones diferenciales acopladas. En general, estos tratamientos exceden los obje-
tivos de este curso. Sin embargo, algunas situaciones muy simples pueden tratarse,
Tal es el caso de la carga y descarga de capacitores. Comencemos por el proceso de
carga para el que utilizaremos el circuito de la figura. Antes de iniciar el andlisis

R
i}
*
T € _—C
S
e

observemos que al referirnos a la carga de un capacitor, estamos nombrando la car-
ga de una de sus placas. En ciertas circunstancias es imprescindible idententificar
a qué placa nos referimos al indicar la carga. Por tanto, nosotros identificaremos
con un asterisco(x) a la placa en cuestiéon. Luego, también necesitaremos un sentido
prefijado para la corriente que identificaremos como positiva (ver figura). Entonces
la carga del capacitor y la corriente estan relacionadas por

i(t) = —dziff) (10.9)

donde i(t) y q(t) representan los valores instantdneos de corriente y carga respectivamente?.
Ahora comenzamos con la resolucion, planteando la regla de Kirchhof para la malla
unica que constituye el circuito. Supongamos que el interruptor S se cierra en el
instante ¢ = 0. Entonces, en cualquier instante posterior tenemos

. q
— — 1 R+= =0 10.10
€ 1+ C ( )

donde € es la fuerza electromotriz aportada por la pila, R es la resistencia y C
la capacidad, todas magnitudes indicadas en el circuito. Reemplazando (10.9) en

2En lo que resta del tratamiento de circuitos, adoptaremos las letras minidsculas para indicar
funciones del tiempo.
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(10.10) tenemos

€ dq q
— 4+ =4+ — =0 10.11
RTa " Re (10.11)
Despejando la derivada obtenemos una forma adecuada para la ecuacion diferencial
dq 1
k. — 10.12
J s (@-cC) (10.12)

En vistas a la integracion, conviene un cambio de variable
u=q—eC — du =dq (10.13)

Reemplazando y separando variables, estamos en condiciones de integrar a ambos
miembros.

du dt w du’ 1 ¢

= - = - dt’ 10.14

U RC - /uo u RC /0 ( )
Observe que al plantear las integrales, las variables de integracion se indican prima-

das. Esto se hace para evitar que las mismas se confundan con los limites superiores
de integracién, que también son variables. Asi tenemos

U t U ¢
) = 0 — — — ¢ &C 10.1
In (u0> RC Ug ¢ ( 0 5)

Aqui definimos dos constantes, 7 y (Q llamadas constante de tiempo del circuito y
carga limite del capacitor respectivamente. Las mismas vienen dadas por

T = RC Qo = €C (10.16)

dejamos a cargo del lector comprobar que 7 tiene unidades de tiempo. Volviendo del
cambio de variable e incorporando las nuevas constantes, tenemos

¢(t) = Qui= —Quoe ™™ (10.17)
con lo que finalmente obtenemos
q(t) = Qu (1 —¢77) (10.18)

Es interesante observar aqui el significado de la constante de tiempo 7. Observemos
que cuando el tiempo toma este valor (t = 7), la carga del capacitor alcanza el 63 %
de su valor maximo.

¢(1) = Qe (1= ¢7') = 0,63Q (10.19)

Asi concluimos que 7 puede utilizarse cono una medida de cuan rapida resulta la
carga del capacitor. Para obtener la corriente, utilizamos la relacién (10.9)

i(t) = ——==e 7 = —lje r (10.20)
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donde I, representa la corriente inicial. Aqui nuevamente el valor de 7 resulta un
estimador de la rapidez del proceso, en este caso indicando cuanto tarda la corriente
en alcanzar el 37 % de su valor inicial.

Ahora nos ocupamos del proceso de descarga. Para ello utilizamos el circuito de
la figura siguiente Aqui utilizamos los mismos criterios de signos que en el caso

R

4\/\/\%

W

anterior, por lo que la relacion entre carga y corriente nuevamente viene dada por
(10.9). Supongamos ahora que al tiempo ¢t = 0 se cierra el interruptor S. Entonces
a cualquier tiempo posterior la regla de mallas de Kirchhof conduce a

. q

—R+—= =0 10.21

iR+ 5 ( )
Reemplazando (10.9) en (10.21) tenemos
dg . ¢

— 4+ — =0 10.22

dt " RC (10.22)

Esta es una ecuacion diferencial formalmente idéntica a (10.14), por lo que proce-
demos en forma analoga

dq dt a dq 1 /t ,
o = = dt 10.23
q RC - / o (¢ RC Jo ( )
Integrando a ambos miembros tenemos
4q 3 q _t
In|l—| = —-——=— — — = e & 10.24
(Qo) RC Qo ( )

Utilizando la misma definicién de 7 dada en (10.16) obtenemos la expresién para la
carga como funcion del tiempo

q(t) = Qe+ (10.25)
Para obtener la corriente como funcién del tiempo, utilizamos nuevamente (10.9)
i(t) = gg, e 7 = Ipe r (10.26)

donde I es la corriente inicial.
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10.7. Conexion y desconexion de inductores.

La conexion y desconexién de un inductor que forma parte de un circuito ele-
mental, pueden resolverse con relativa facilidad. Consideremos en primer lugar, el
proceso de conexién utilizando el circuito de la figura siguiente Sobre el inductor

estd indicado el sentido en que la corriente sera considerada positiva. Supongamos
que al tiempo ¢t = 0, se cierra el interruptor S. Entonces para tiempos posteriores
tenemos la ecuacion de malla dada por

di

e —1R—L— =0 10.27

o (10.27)
Buscamos una forma apropiada para la ecuacién diferencial, que nuevamente sera anéalo-
ga a (10.14).

di R /. ¢
=2 (Z_ ) (10.28)

Aqui introducimos un cambio de variable tendiente a la integracién de (10.28).

u=1i—€eR — du = di (10.29)
con lo que tenemos
du Rdt u du R t
= - _ — = —— [ dt 10.30
U L - /uo u L /0 ( )
Resolvemos las integrales de ambos miembros y obtenemos
U Rt U Rt
" (Uo) L - U €’ ( )

Aqui introducimos las constantes 7 y I,,. La primera es la constante de tiempo
del circuito, operativamente analoga a la presentada en la carga de capacitores.
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La segunda representa la corriente que alcanzara el circuito al finalizar el proceso
transitorio.

L €
T= 3 o = & (10.32)
Reemplazando, tenemos
i(t) — Lo = —Ie 7 (10.33)
con lo que la corriente como funcién del tiempo
i(t) = Lo (1—¢77) (10.34)

Ahora tratamos el proceso de desconexion. Este requiere un circuito algo mas
complicado, porque el inductor no puede tener una corriente apriori sin una fuen-
te que la sostenga. Entonces el circuito elemental que representa el proceso es el
siguiente

donde el proceso transitorio se inicia al tiempo t = 0, cuando el conmutador
pasa de la posicion A a la posicion B. La corriente que circula inicialmente por el
inductor es la que sostiene la pila y viene dada por

€
Iy = — 10.35
= (105

Después de la conmutacion, la regla de mallas conduce a

di

—iRy — L— =0 10.36
thg dt ( )
de donde la ecuacion diferencial puede escribirse como sigue
di R
L (10.37)

dt L
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Separando variables como en los casos anteriores, tenemos

di Ry dt o di’ Ry t
o - = -z dt’ 10.
5 L /Io i L /0 (10.38)
Integrando a ambos miembros tenemos
7 Rgt 7 _ Rot
nl—) = — - = 10.39
" (Io> T (10.39)
Definimos la constante de tiempo 7 como
L
= — 10.40
=5 (10.40)

con lo que la corriente como funcion del tiempo toma la forma
i(t) = Iye~ (10.41)

El problema queda asi formalmente resuelto. Pero es interesante observar la fuerza
electromotriz inducida en el inductor, a la que llamaremos €. La misma se obtiene
como sigue
di
€r, (t) = —L % = [()Rg 6_3 = €10 6_3 (1042)
donde € representa la fuerza electromotriz inicial en el inductor, es decir, justo
después de operada la comnutacion. Observemos el detalle siguiente, teniendo en
cuenta la expresion (10.35)
R
€ro — [QRQ = 2 € (1043)
Ry
Este resultado esconde una propiedad bastante sorprendente. Tanto los resistores de
1 2 como los de 10000 €2 son facilmente conseguibles. Las pilas de 1,5 V mas faciles
ain. Entonces, haciendo R; = 1), Ry, = 10000 Q y € = 1,5 V, podemos obtener
(aunque por un lapso extremadamente corto) una tensién e = 15000 V. Este tipo
de circuitos es utilizado en los dispositivos que producen chispas, como por ejemplo
los encendedores electrénicos.

10.8. Circuitos oscilantes.

Algunos circuitos elementales, al menos en formato teérico, no alcanzan un régi-
men estacionario en el sentido propuesto en este capitulo. Aqui proponemos un
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ejemplo muy simple de este tipo de circuito. El mismo conecta en una malla, un
capacitor y un inductor. El capacitor estd inicialmente cargado con una carga @,
y el interruptor se acciona al tiempo t = 0. La relacién entre cargas y corrientes
sigue siendo compatible con (10.9). La regla de mallas conduce a

q di

— —L— =0 10.44

C dt ( )
Reemplazando (10.9) en (10.44),y dividiendo por L tenemos

¢ g

— + — =0 10.45

dt? LC ( )
Esta es la ecuacién diferencial de un oscilador arménico simple, en la variable ¢(t).
Recordemos brevemente los osciladores mecanicos. Si la variable oscilante es x te-
nemos

24 W= 0 (10.46)
donde w es la frecuencia de oscilacion. Las soluciones son de la forma

z(t) = A cos(wt+ ¢) (10.47)

Homologando nuestra ecuacién diferencial (10.45) con la solucién mecéanica (10.46),
y teniendo en cuenta las condiciones iniciales, tenemos la siguiente solucién

q(t) = Qo cos(wt) con w = (10.48)

1
Vv LC



Capitulo 11

Circuitos con fuentes de tension
alterna

11.1. Introduccion.

Los circuitos de corriente alterna constituyen un ejemplo cotidiano de aplica-
cién del electromagnetismo, ya que las redes domiciliarias son circuitos de este tipo.
Cuando tratamos la ley de Faraday, observamos que los montajes de bobinas gira-
torias en campos magnéticos uniformes generan fuerzas electromotrices oscilantes,
a expensas de la energia aportada por un agente externo (motor). Tal dispositivo
puede utilizarse como fuente de alimentacion para un circuito, en cuyo caso diremos
que el dispositivo es una “fuente de tension alterna”, y que el circuito estd someti-
do a un “régimen de corriente alterna’!. En nuestro tratamiento, nos remitiremos
exclusivamente a fuentes de tension alterna que suministran tensiones de la forma

vp(t) = Vp sin (wt + ¢) (11.1)

donde vg(t) representa la diferencia de potencial garantizada entre los terminales de
la fuente en cada instante (note que es una funcién del tiempo). Como se trata de
una magnitud que oscila arménicamente, cabe definir su amplitud Vg, su frecuencia
angular w y su fase inicial ¢.

Los circuitos que trataremos en este curso seran solo los mas elementales, in-
cluyendo resistores, inductores y capacitores, bajo la accién de una tnica fuente de

'En realidad, la tecnologia actual provee de fuentes de tensién alterna que funcionan por prin-
cipios muy diversos, por lo que los dispositivos mencionados deben tomarse como un ejemplo para
fijar ideas.

147
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tension alterna. Como ya es sabido, la puesta en marcha de un circuito que contiene
inductores y capacitores da lugar a un régimen transitorio. Nosotros no analizaremos
tales efectos, por lo que asumiremos que la conexién de la fuente con el circuito se
ha realizado largo tiempo atras?. En estas condiciones, puede probarse que todas
las tensiones y corrientes medibles del circuito oscilan armonicamente con la misma
frecuencia que la fuente. Si llamamos u(t) a una tensién medida entre dos puntos
del circuito, o a una corriente medida en un punto del circuito, la misma sera de la
forma

u(t) = U sin (wt + 9) (11.2)

donde w siempre es la misma frecuencia angular de la fuente y § es una fase relativa
particular de cada magnitud medida.

Con respecto a las notaciones, observemos como ejemplo la funcién (11.2). Re-
servaremos las letras mintsculas para identificar los valores instantaneos de una
magnitud (variable dependiente del tiempo), y su homéloga maytscula para la am-
plitud asociada.

11.2. La representacién fasorial.

Como sabemos, los vectores en el plano pueden representarse como segmentos
orientados. Un fasor es un vector “rotante”, tal que el segmento que lo representa
mantiene uno de sus extremos fijos, mientras que el otro (el que tiene flecha) gi-
ra sobre una circunferencia. Nosotros utilizaremos esta representacién para el caso
particuar en que el fasor gira con frecuencia angular constante w en sentido antiho-
rario (ver figura 1). Sea U(t), un fasor genérico, cuyas componentes en la notacién
habitual seran

u.(t) = U cos (wt + 0) (11.3)
uy(t) = U sin (wt + 0) (11.4)

donde U representa el médulo del fasor. Observe la completa analogia entre las fun-
ciones (11.2) y (11.4). En virtud de tal comparacién, podemos interpretar que las
funciones del tipo (11.2) “son”las proyecciones de fasores sobre el eje “y”. En trata-
mientos posteriores nos referiremos a fasores reservando las notaciones vectoriales a
tal fin.

La principal ventaja de esta representacion radica en que los fasores represen-
tativos de todas las magnitudes fisicas giran a la misma velocidad, por lo que sus
posiciones relativas se mantienen en el tiempo como si fuera un rotador rigido. Esto
permite evaluar relaciones vectoriales a un tiempo, sabiendo que dichas relaciones
se mantienen para todo tiempo posterior.

2En terminologia més estricta, decimos que el régimen es “estacionario”, aunque la palabra se
presta a confusién por la variabilidad temporal de las magnitudes involucradas.
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FIGURA 1

11.3. Los circuitos mas elementales.

Los montajes mas elementales que pueden concebirse en corriente alterna, surgen
de la conexién de un unico dispositivo (resistor, capacitor o inductor) con la fuente
de tensién alterna. Estos circuitos se representan en las figuras 2.a, 2.b y 2.c.

AANNA ] 000

R C L
|
|

vp(t) vp () vp(t)
S S o
FIGURA 2.a FIGURA 2.b FIGURA 2.c

Observe que en las figuras se indican sentidos de circulacién para la corriente,
aun cuando sabemos que la misma sera oscilante. En realidad, la flecha indica que
cuando la corriente en nuestros calculos resulte positiva, interpretaremos que circula
a favor de la flecha y viceversa. Estos sentidos se eligen en forma arbitraria, pero las
ecuaciones deben ser consistentes con la convencién adoptada?.

A continuacién trabajaremos con cada uno de los circuitos, para establecer la
corriente como funcién del tiempo en cada caso. Asimismo, aprovecharemos este
analisis para definir magnitudes muy ttiles en circuitos mas complejos. En todos los

3La eleccién de los sentidos de circulacién es analoga a la que se plantea en circuitos de corriente
continua.
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casos supondremos que la fuente suministra una tensién alterna del tipo (11.1) con
fase inicial nula.

vp(t) = Ve sin (wt) (11.5)

a) Circuito con un resistor de resistencia R (figura 2.a): Aplicando la
regla de Kirchhoff, instantaneamente en la malla tenemos que

vp —iR =0 (11.6)

donde se han omitido las dependencias temporales por simplicidad. Reemplazando
por (11.5) tenemos

%F - ZF sin (wt) (11.7)

7=

Homologando con la forma 11.2 tenemos

Vi

i(t) = I sin(wt) I = 7

(11.8)
donde I es la amplitud de la corriente y ademés puede observarse que la fase relativa
de la corriente es nula. En tal sentido, se dice que en un resistor, la tensién y la
corriente estan en fase.

b) Circuito con un capacitor de capacidad C (figura 2.b): En este punto
cabe una consideracién sutil; la carga del capacitor varia con el tiempo en forma
armonica, por lo que sus valores seran alternativamente positivos y negativos. Como
las dos placas del capacitor siempre tienen cargas opuestas, hay que adoptar una
de ellas como referencia para la carga. La convencion que elegimos aqui, es medir
la carga sobre la placa en la que la corriente entra cuando es positiva (recordar el
sentido de circulacién). Como ayuda, colocamos en el dibujo un asterisco en la placa
elegida. Con la convencién establecida, la relacién entre la carga del capacitor y la
corriente en la rama que lo contiene es

dq
| = — 11.9
Ahora aplicamos nuevamente la regla de Kirchhoff sobre la malla:
vp— L =0 (11.10)

C

de donde se tiene que

q = Cvp = CVpsin (wt) (11.11)
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Entones la corriente sera
i =wCVp cos(wt) (11.12)

Buscamos ahora que la corriente tenga un formato andlogo a la funcién (11.2).
Asi tenemos

i(t) =1 sin (wt + 72T> I =wCVp (11.13)

Con esta homologacion tenemos una expresion para la amplitud de la corriente, a la
vez que observamos que la fase relativa es m/2. En este sentido decimos que en una
rama que contiene un capacitor, la corriente “adelanta.®® 7/2 respecto de la tension.

Una magnitud muy practica en la resolucion de circuitos es la reactancia capa-
citiva x¢ que se define como

1
- wC
Dejamos a cargo del estudiante probar que la unidad de esta magnitud coincide con

la unidad de resistencia. Observe ademas que la relacion entre las amplitudes de la
tension y la corriente toma la forma

Xc (11.14)

_Vr
Xc

I (11.15)

c¢) Circuito con un inductor de autoinduccién L (figura 2.c): Recordando
la respuesta de los inductores (repasar ley de Faraday y autoinduccién) tenemos por
aplicacion de la regla de Kirchhoff

vp =L o =0 (11.16)

Esta es una ecuacion diferencial que puede resolverse facilmente. En primer lugar la
escribimos como sigue

1 Vi
di = Lvp(t) dt = TFsin (wt) dt (11.17)
(11.18)
Luego integramos en ambos miembros en forma indefinida
. Ve
i = f/sm (wt) dt + constante (11.19)
Con un cambio de variable muy simple tenemos que
: Vr
i = ——— cos (wt) + constante (11.20)

wlL
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Como la corriente debe tener la forma funcional (11.2), la constante debe ser nula.
Asi tenemos

Vr

s
i(t) =1 sin(wt—) I =— 11.21
(v d a (11.21)
Con esta homologacién tenemos una expresién para la amplitud de la corriente, a la
vez que observamos que la fase relativa es —7 /2. Por esto decimos que en la rama que
contiene a un inductor la corriente “atrasa”m/2 con respecto a la tensiéon. Aqui tam-
bién es conveniente introducir la magnitud y llamada reactancia inductiva, cuya

definicién es
XL =wlL (11.22)

Nuevamente dejamos a cargo del lector probar que Y, tiene unidades de resistencia.
La relacién entre las amplitudes de tensién y corriente es

XL

I (11.23)

Las representaciones fasoriales a ¢t = 0 de estos circuitos elementales son las
siguientes.

-
~y
~y

Y

FIGURA 3.a FIGURA 3. FIGURA 3.c

11.4. El circuito RLC serie.

El circuito RLC serie se compone de un resistor, un capacitor y un inductor
conectados en serie con la fuente de tensién alterna (figura 4).

Como se trata de un circuito serie, la corriente instantanea en cualquier punto
del circuito debe ser la misma. Por simplicidad supondremos entonces que la fase
inicial de la corriente es nula, y referiremos a ella todos los defasajes de las demas
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R C L
|
|

A

FIGURA 4

magnitudes oscilantes. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos para los circuitos
mas elementales podemos escribir a priori la forma en que varian las tensiones en
cada dispositivo. Esto es

i(t) = I sin (wt) (11.24)

vp(t) = Ve sin (wt + @) (11.25)
vg(t) = Vg sin (wt) (11.26)

ve(t) = Ve sin (wt — 7/2) (11.27)
vr(t) = Vp, sin (wt 4 7/2) (11.28)

Las tensiones subindicadas corresponden a los terminales de cada dispositivo. La
solucion del problema consiste en establecer la amplitud I de la corriente, y la
diferencia de fase ¢ entre la tension vy en terminales de la fuente y la corriente ¢ del
circuito. El correspondiente diagrama fasorial a ¢ = 0 se muestra en la figura 5.a.

VL Vi .
Vi

Vg I o, I

- VA

Y VC Y VC

FIGURA 5.a FIGURA 5.

La aplicacion de la regla de Kirchhoff en un instante sobre el circuito conduce a

vp —vg —ve — vy =0 (11.29)
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o bien
VU = VR + Vo + vp, (1130)

Invocando la naturaleza fasorial de las magnitudes en juego, podemos aplicar pro-
piedades vectoriales. En particular, la componente y de la suma de tres vectores es
igual a la suma de las componentes y de cada uno de ellos. La figura 5.b es idéntica
a la 5.a, con el agregado del vector Vi que se obtiene como sigue

Ve=Va+Ve+ Vi (11.31)

De la construccién geométrica se deduce que la relacion entre médulos de los vectores
anteriores es

Ve = VE + (V; — Vo)? (11.32)
mientras que la fase ¢ puede obtenerse de
Ve — V.
tgp=-—-—"¢ (11.33)
Vr

Recordemos ahora las relaciones de amplitudes desarrolladas para los circuitos ele-
mentales

Vi=IR Vo=1Ixc Vi=IxL (11.34)

Reemplazando en (11.32) tenemos que
Ve = VI2R? + (Ix; — Ixc)’ (11.35)
Vi =T R+ (x1 — xc)° (11.36)

Asi podemos determinar la amplitud de la corriente en términos de los datos del
circuito. Aprovechamos la circunstancia para definir una magnitud llamada impe-
dancia del circuito, y habitualmente representada por Z. Dicha magnitud en general
relaciona las amplitudes de la tensién entre terminales de la fuente, con la corriente
que circula por ella. Esto es

Ve=17 (11.37)
En nuestro caso particular, la impedancia es

Z= R+ (x1 - xc)’ (11.38)

Con un procedimiento analogo se obtiene la diferencia de fase ¢. Reemplazando las
relaciones (11.34) en (11.33) tenemos

lg 6= Ixe —Ixe _ Xxp—Xc

IR R
Cuando el angulo ¢ toma valores positivos decimos que el circuito es inductivo. Por
el contrario, si el angulo ¢ es negativo se dice que el circuito es capacitivo. En el
caso particular en que ¢ es nulo, decimos que el circuito esté en resonancia.

(11.39)
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11.5. Valores eficacaces.

El valor medio temporal de cualquier magnitud que oscila armoénicamente, es
nulo cuando se lo evalia en un periodo de dicha oscilacién. Por tanto, tal valor
medio carece de interés como indicador para las magnitudes relevantes en corriente
alterna. Un indicador no nulo es el llamado “valor eficaz”. Sea u(t) una magnitud
fisica oscilante. Su valor eficaz U, se define como

U. =/ ;/OTUQ(t)dt (11.40)

En el caso de interés en corriente alterna, en que las magnitudes son del tipo (11.2),
tenemos

1 (T
U=U \/ f/ sin? (wt + ) dt (11.41)
0

La expresion que queda bajo la raiz cuadrada puede resolverse con un poco de
trabajo, o puede encontrarse en una tabla®. Su valor es 1/2, por lo que

U

U =—
V2

(11.43)

11.6. Potencia suministrada por la fuente de ten-
sion alterna.

Las fuentes de tension alterna no suministran energia a un ritmo constante, por
lo que cabe definir una potencia instantanea dada por

p(t) = ip(t) vi(t) (11.44)

No obstante, podemos establecer un valor medio significativo en virtud de la pe-
riodicidad de p(t). Comencemos por recordar que para una funcién periédica en el
tiempo con periodo 7', el valor medio viene dado por

1 T
<U>=_ / u(t)dt (11.45)
T Jo
4En una tabla de integrales definidas, tendremos
1 27 ) 1 2T ) 1
— i = — = — 11.42
o7 J, sin” (z) dx o7 ), cos” (z) dx 5 ( )

Este resultado conviene recordarlo, ya que las integrales que pueden llevarse a esta forma aparecen
muy frecuentemente en diversas dreas de la fisica y la ingenieria.
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que €1 nuestro casoO Se Convierte en
1 T
< P>= T/ ir(t) vp(t) dt (11.46)
0

La situaciéon mas general sera cuando exista un defasaje ¢ entre la tensién y la
corriente, en cuyo caso tendremos

1 (T
< P>= f/ I sin (wt) Vpsin (wt + ¢) dt (11.47)
0
Recordemos aqui una propiedad de la suma de angulos

sin (a + ) = sin («) cos () + cos («) sin () (11.48)

Aplicando esta propiedad tenemos

P> IFYYF lcos © [ " sin? (wt) dt + sin (¢) / " sin (wt) cos (wt) dtJllAQ)

La segunda integral es nula, mientras que la primera es andloga a la resuelta en la
seccién anterior. Finalmente tenemos

1
< P>= 3 IpVp cos (¢) (11.50)

Recordando la definicion de valor eficaz de una magnitud oscilante, podemos rees-
cribir el ultimo resultado como

< P >= Ip.Vpcos (9) (11.51)

En terminologia técnica, la magnitud cos(¢) se denomina factor de potencia del
circuito. Observando los diagramas fasoriales de los circuitos elementales, vemos
que el factor de potencia vale la unidad cuando el circuito es resistivo, y es nulo
cuando el circuito es inductivo o capacitivo puro (ver figuras 3). En el circuito RLC
el factor de potencia vale uno en la resonancia.



Capitulo 12

Ecuaciones de Maxwell

12.1. Comencemos por una paradoja.

Cuando el desarrollo del electromagnetismo estaba bastante avanzado, los inves-
tigadores iban por més, hilando fino sobre las leyes ya establecidas. A esta altura
de los acontecimientos, era importante determinar si las variaciones temporales del
campo eléctrico eran fuentes de “algo”, tal como las variaciones del campo de induc-
ciéon magnética lo eran en virtud de la ley de Faraday. Para analizar esto, podemos
pensar en el méas simple de los dispositivos que produce campos eléctricos variables:
un capacitor en proceso de carga. Como la corriente de carga es variable con el tiem-
po, no estamos habilitados para aplicar la ley de Ampere (recordar que sélo puede
aplicarse en magnetostatica, donde las corrientes son estacionarias). Sin embargo,
una practica habitual consiste en “forzar”las leyes para evaluar si resisten una gene-
ralizacién. En este marco, consideremos el montaje formado por un capacitor y los
conductores de alimentacién que permiten su carga. Supongamos ademas que dicha
carga esta ocurriendo. Para aplicar la ley de Ampere, elegimos una curva cerrada C,
que rodea a uno de los conductores. Como la ley involucra una superficie cualquiera
limitada por la curva C', elegimos dos alternativas: la superficie S; que es atravesada
por el conductor, y la Sy que pasa por el espacio interior al capacitor (ver figura).

Apliquemos la ley de Faraday para ambas alternativas. En la primera el flujo a
través de S; es mayor que cero debido a que J es significativo sobre la seccién del
conductor. Por el contrario, el flujo sobre S5 es nulo debido a que dicha superficie

157
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no es atravesada por corrientes de conduccion.

1) B-dl:uo/f-d}>o (12.1)
S1

-

2) é-cﬁzuo/J-dézo (12.2)
Sa

Este resultado adverso, da por tierra con nuestro intento de generalizar la ley de
Ampere. Basta este simple contraejemplo para decir que esta ley no admite ser
utilizada en casos donde las corrientes varian con el tiempo!. Esta paradoja podria
considerarse como un disparador para lanzarse a una nueva busqueda. Hay una ley
faltante ...

12.2. Ley de Ampere-Maxwell.

La ley faltante la propuso Maxwell como una modificacién de la ley de Ampere. El
hallazgo fue de carédcter especulativo, a diferencia de lo sucedido con las leyes previas
en la historia del electromagnetismo. La especulacion gir6 alrededor de las variacio-
nes temporales del campo eléctrico, tal como parecia sugerir cierta “simetriagon la
ley de Faraday. Aqui va una versién modernizada de la ley de Ampere-Maxwell

Consideremos una region del espacio en la que existen el campo eléctrico E (7, 1),
el campo de induccién magnética B(7,¢) y una distribucién de corrientes J(7,¢),
donde todas las magnitudes pueden variar con el tiempo. Sean C' una curva cerrada
cualquiera y S una superficie limitada por C'. Sean dl un vector elemental, tangente

LAqui hay que ser cuidadoso. El contraejemplo no invalida la ley de Ampere, sino que indica
que no puede generalizarse para hipétesis menos restrictivas. En efecto, la misma sélo puede ser
usada en el contexto de la magnetostatica.
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alacurva C,y ds un vector elemental normal a la superficie S. Los vectores dl y
ds se eligen de modo que cumplan con la regla de la mano derecha. Entonces, la
circulacién del campo de induccién magnética B a lo largo de la curva C' viene dada
por

— — — — d — —
j{B-dl:yo/J-derpoeo—/E-ds (12.3)
c s dt Js

Aqui introducimos nueva terminologia. Recordemos que el flujo del vector J a través
de una superficie es lo que definimos como corriente I. A estas magnitudes las refe-
riremos en adelante como densidad de corriente de conduccién y corriente de con-
duccién respectivamente. Observando la ley de Ampere-Maxwell, podemos escribir
una forma de blsillo, introduciendo el concepto de corriente de desplazamiento Ip,
dada por

d [ = -
Ip = eoa/sb?ds (12.4)
Entonces la ley puede escribirse como
fé-d? = o (I+1Ip) (12.5)
c

Siguiendo el camino de la analogia, podemos definir una densidad de corriente de
desplazamiento Jp como sigue

. OE

JD = EOE (126)

Esta definicién podria introducirse en la forma integral (12.3) de la ley de Ampere-
Maxwell, imponiéndole la restriccion de mantener la curva C'y la superficie S inva-
riantes en el tiempo?. Entonces tenemos otra forma posible (aunque restringida) de
la ley

f0§~cﬁ:uo/g(f+fD)~d} (12.7)

La corriente de desplazamiento es una nueva magnitud fisica, cuya interprestacion
no es directa. En principio, decimos que es una corriente porque tiene unidades de
corriente y opera al mismo nivel que la corriente de conducciéon en el marco de
la teoria. Sin embargo, no implica el movimiento real de cargas. Por otra parte,
podemos decir que tanto la corriente de conduccién como la de desplazamiento,

2Con esta restriccién serfa licito permutar el operador de derivacién con la integral en la forma

d [ = - oF -
- E - — .
dt/s ds /S 5 ds
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pueden darse simyltaneamente en un mismo lugar del espacio, ya sea en el vacio
como en los medios materiales.

En muchos casos las corrientes de conduccién y de desplazamiento en un mis-
mo lugar, difieren en varios 6rdenes de magnitud, por lo que una de ellas puede
despreciarse frente a la otra. Citamos aqui dos ejemplos habituales.

a) Dentro de los conductores en régimen estacionario o cuando circulan corrie ntes
de conduccién de baja frecuencia, la corriente de desplazamiento puede despreciarse.

b) En el vacio libre de cargas y corrientes de conduccién, dominara la corriente
de desplazamiento.

12.3. Ecuaciones de Maxwell en el vacio.

Los fenémenos electromagnéticos en el vacio pueden describirse completamente
si en la regién del espacio a estudiar, se especifican los campos eléctrico E (rit) y
de induccién magnética E(F, t). Estos campos pueden originarse en la existencia
de cargas eléctricas, v en los movimientos de las mismas®. Tales “fuentes”se repre-
sentan mediante las densidades de carga p(r,t) y de corriente J (7,t)%. La relacién
espacio-temporal entre los campos (incluyendo el efecto de las fuentes), viene dada
por las ecuaciones de Maxwell. En realidad, estas ecuaciones ya son bien conocidas
para nosotros, pues provienen de evidencias experimentales y razonamientos tedricos
vistos en capitulos anteriores. Sin embargo resulta muy instructivo observarlas en
conjunto, para comprender la interrelacion entre los campos. Presentaremos aqui sus
formas integrales en el vacio, y pospondremos para un capitulo posterior el trata-
miento de las formas diferenciales. Un detalle sutil consiste en observar que, aun
cuando hablamos de vacio, incluimos las cargas y las corrientes. Ya sabemos que
ellas requieren un sustrato material, como por ejemplo un electréon. Sin embargo,
un electrén puede estar en el vacio, o inmerso dentro de un medio material. En
este tratamiento descartamos los medios materiales que llenan el espacio (por eso
decimos vacio), pero admitimos el sustrato material de las cargas.

Ahora preparamos la geometria para las ecuaciones de Maxwell. Consideremos
que en cierta regién del espacio conviven cargas (posiblemente en movimiento) con
campos eléctrico y de induccién magnética. Supongamos que todo puede fluctuar
en el tiempo. Necesitamos imaginar dos montajes en el vacio. 1) Sea C; una curva
cerrada que resulta el limite de una superficie S; (naturalmente no cerrada). Llama-
mos dfl a cada uno de los vectores infinitesimales tangentes a la curva Cy, y dgl a

3Verenos més adelante que de las ecuaciones de Maxwell se desprenden otros origenes posibles
para los campos.
4Aquf la palabra “fuente”se utiliza en el sentido de causa (que de origen).
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los vectores infinitesimales normales a la superficie S;. Recuerde que los sentidos de
dl; y dS; deben satisfacer la regla de la mano derecha. Entonces podemos enunciar
respectivamente las leyes de Faraday y Ampere-Maxwell.

— — d — —
E-dy, = —— | B-dS 12.8
C1 ! dt Js, ! (12.8)
— — — — d — —
B dll = Uo J - dSl + €y — E- dSl (129)
C S1 dt Js,

En palabras la ley de Faraday nos dice que la circulacién del campo eléctrico sobre
la curva Cf, es proporcional a la variacion temporal del flujo magnético a través de
la superficie S7. Por su parte, la ley de Ampere-Maxwell expresa que la circulacion
del campo de induccién magnética a lo largo de la curva C; es proporcional a la
suma de la corriente de conduccion y la corriente de desplazamiento a través de la
superficie 7.

2) Sea S, una superficie cerrada que limita una region del espacio V5. Suponga-
mos que dSs representa cada vector infinitesimal normal exterior a la superficie S5,
mientras que dV5 se refiere a cada elemento de volumen de la region V5. Asi las leyes
de Gauss eléctrica y magnética son

L 1

y{E-dSQ — = [ pav, (12.10)
52 60 V2

(12.11)

2 B-dS, = 0 (12.12)

La ley de Gauss para el campo eléctrico establece que el flujo de dicho campo a
través de la superficie S5 es proporcional a la carga residente en la region V,. La
otra ley expresa que el flujo del campo de induccién magnética a través de Sy es
siempre nulo. Esta tltima ley suele nombrarse por una propiedad intrinsecamente
contenida en ella, como ley de la no existencia de monopolos magnéticos.

12.4. El campo electromagnético.

Las ecuaciones de Maxwell ponen en evidencia que los campos eléctrico y de
induccion magnética no son independientes, cuando experimentan cambios en el
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tiempo. Esto lleva a pensar que los fendmenos eléctricos y magnéticos son manifes-
taciones distintas que provienen de una raiz comun. En este sentido decimos que la
teoria electromagnética es unificadora. Siguiendo esta idea, se suele llamar campo
clectromagnético al par de campos E(7,t) y B(7,t).

Centremos nuestra atencion en las ecuaciones de Maxwell. Observemos que las
mismas valen atin cuando los campos y las fuentes dependen del tiempo. Esto sugiere
implicitamente una extension de la validez de algunas de las leyes a contextos méas
amplios que los estudiados inicialmente. Por ejemplo las ecuaciones (?7?) y (11.4) han
sido introducidas en electrostatica y magnetostatica respectivamente, y sin embargo
siguen valiendo en general. Estas extensiones no son triviales, sino que han exigido
rigurosas verificaciones experimentales

12.5. Ecuaciones de Maxwell en el vacio libre de
cargas y corrientes.

Una situacion especialmente interesante se da cuando en cierta regiéon del espacio
existe campo electromagnético en ausencia de cargas y corrientes. En este caso, las
ecuaciones de Maxwell toman las formas siguientes

Lo d [ = =
E . = - — B. 12.1
7{01 dl, o . B s, (12.13)
B-dl, = d/ E-dS (12.14)
o 1 = Mo€o dat Js, 1 .
f'g E-d$ =0 (12.15)
fs B-dS =0 (12.16)

En este punto podemos observar la gran simetria que presentan las cuaciones, res-
pecto de la forma en que relacionan los campos E(F, 1)y E(F, t). Esta simetria
serd de importancia crucial en las formulaciones modernas del electromagnetisno,
y probablemente haya resulado inspiradora para la formulaciéon de la teoria de la
relatividad especial.
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12.6. Formas diferenciales.

Hasta este punto, hemos tratado siempre con ecuaciones de Maxwell en su for-
mato integral, que resulta muy aconsejable desde el punto de vista didactico. Sin
embargo, resulta operativamente conveniente escribirlas en un formato diferencial,
donde campos y fuentes se relacionan localmente. Estas ecuaciones son mucho mas
versatiles, aunque su significado parece, a primera vista, algo mas dificil de com-
prender.

Para pasar de las formas integrales a las diferenciales, utilizamos los teoremas
integrales de Stokes y de Gauss. Bajo las mismas condiciones geométricas con las
que enunciamos las ecuaciones de Maxwell, estos teoremas vienen dados por

]{CIﬁ-Jll - /S (V x7) - d5, (12.17)

755277-6592 — /Vz (V- 7) v, (12.18)

donde 177 representa cualquier campo vectorial con debidas condiciones de regulari-
dad. A continuacién trataremos cada caso.

a) Leyes de circulacién: comencemos por reconocer que en las leyes de Faraday
(12.8) y Ampere-Maxwell (12.9), podemos intercambiar los operadores de derivacién
con las integrales, suponiendo que la curva C; y la superficie S; son fijas. En tal
caso, los operadores pasan de derivadas totales a parciales. Entonces tendremos

Lo 0B -
E-dl, = — — - dS 12.19
%Cl ! S1 at ! ( )
- . oE .
B di :/ T+e 22 ). ds 12.20
7401 1 . Mo ( + €o a1 ) 1 ( )

Ahora aplicamos el teorema de Stokes (12.17) para convertir las integrales curvilineas
de los primeros mienbros en integrales de superficie. Asi tenemos

[ (FxE)-ds = - [ 2, (1221)

/S(ﬁxé)-di@l = /S Lo (JHO?f)-dTgl (12.22)
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Observando que los dominios de integracion coinciden a ambos lados, tenemos

-dS; =0 (12.23)

.dS; = 0 (12.24)

Aqui hay que observar cuidadosamente las expresiones. En general, que una integral
valga cero, no implica que el integrando sea nulo. Pero en estos casos si lo es, porque
debe cumplirse que la integral sea nula “para todos”los integrandos posibles, es decir,
para todas las superficies S7 que puedan definirse. Entonces tenemos

0B

V x E + = 12.2
V x = =0 (12.25)
VxB - <J+60%§) =0 (12.26)

que constituyen las formas diferenciales buscadas.

b) Leyes de flujo: este es el caso de las leyes de Gauss eléctrica (12.11) y magnéti-

a (12.12). Sobre ellas podemos operar directamente con el teorema de Gauss para

convertir las integrales de superficie de los primeros miembros en integrales de vo-
lumen. Esto es

/V( ) v = /v g)dw (12.27)

/v (V-B)avy = 0 (12.28)

Las integrales de (12.27) tienen el mismo dominio de integracién, por lo que pueden
escribirse como sigue
J.

Como las integrales de (12.29) y (12.28) deben anularse para todos los posibles
dominios V5, sus integrandos deben ser nulos. Esto es

V.E - ] v, = 0 (12.29)

€o

V- E-L —0 (12.30)
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— —

V-B =0 (12.31)

Estas ultimas expresiones son las formas diferenciales buscadas.
Una sintesis organizada de las ecuaciones de Maxwell en sus formas diferenciales
es la siguiente

VxB = Moj-i- 60#0%J
(12.32)
V.-

€0

V-B =0

(12.33)

donde se pone de manifiesto en forma atin mas elocuente, la simetria entre los campos
dentro de las ecuaciones.

12.7. Ondas electromagnéticas.

Para afrontar la deduccién de la ecuacién diferencial que describe las ondas
electromagnéticas en el vacio, comenzamos por recordar una identidad vectorial

Vi = V (Vi) = Vx(Vxi) (12.34)

donde 7 representa un campo vectorial regular y V2 es el operador laplaciano. Apli-
cando esta identidad a los campos eléctrico E(7,t) y de induccién magnética B(7,t)
en el vacio libre de cargas y corrientes, tenemos

$28 = F(FB) - Fx (¥xF) = —Fx(TxB
(12.35)
V25 = §(F-B) - Vx (¥xB) = ~¥x (x5
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donde utilizamos que en las condiciones mencionadas, las divergencias son nulas.
Ahora reemplazamos los rotores y luego permutamos los operadores espaciales y
temporales. Asi tenemos

G = V< (08) = 2 (S x )
(12.36)
V2B = —V X (Eoluo %) = —€olo 3 (V X E)
Finalmente, volvemos a reemplazar los rotores, y operando obtenemos
V2E = % <€0M0 %) = €oto 0825
(12.37)

72 3 d 9B 2B
VB = —€olo 7 (—§> = €oHo Fz

Las ecuaciones diferenciales (12.37) son ecuaciones de onda en formato tridimensio-
nal. Pero aun falta analizar el factor que acompana las derivadas temporales, que
dicho sea de paso, es el mismo en ambos casos. En primer lugar, observemos que
las constantes involucradas son €y y p1o. La primera proviene de la base misma de la
electrostatica, mientras que la segunda surgi6 con los primeros fenémenos magnéti-
cos. Nada parece indicar a priori, que entre ellas debiera haber alguna relacién. Sin
embargo, esconden una relacién sorprendente. Desarrollemos

4 479 x 109 Nm2(C—2
mk \/ TO X T AT T (12.38)
€0M0 4 x 107" TmA-1!
9 x 1016 Nm2C—2 m
_ =4/ 9 1067 — 3% 108
NC-im—1lsmC-1s % 52 % s

Este resultado constituye nada menos que la rapidez de la luz en el vacio, a la que
en lo sucesivo denotaremos por c.

1
—3x108” = | — (12.39)
S €olto

Con este resultado, las ecuaciones diferenciales de onda toman la forma siguiente

E = 4 5F
Gop _ 1 o8 (12.40)
c2 ot
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12.8. Soluciones armodnicas planas.

Las ecuaciones diferenciales de onda admiten soluciones tridimensionales multi-
ples, entre las que resulta especialmente simple la solucién plana arménica dada
por

E (z,t) = Ejsin(kz — wt + ¢)
(12.41)

—

B(z,t) = By sin(kz — wt + @)

donde Ej y éo son las amplitudes de los campos eléctrico y de induccion magnética
respectivamente, k es el mimero de onda, w es la frecuencia angular y ¢ la fase
inicial. Nétese que el eje z positivo se ha elegido (sin pérdida de generalidad) en
la direccion y sentido de propagacién de la onda. Apliquemos las ecuaciones de
Maxwell para establecer condiciones sobre las amplitudes. Veamos qué ocurre con
las divergencias nulas. Como los campos dependen sélo de la coordenada z, tenemos
que

— 5 OE, OF, OE, __ OE, __

V- E = Grt 5 %% = % =0

= B _ 0By 0B, 0B, __ 0B, __ (1242)
VB = G+t % = %5 =0

Con esto, podemos asegurar que las componentes E, y B, no pueden depender de
la coordenada z. Entonces la tnica posibilidad compatible con (12.41) es

E.=0 B =0 (12.43)

De este resultado concluimos que las ondas electromagnéticas planas son transversa-
les. Supongamos entonces que el campo eléctrico E(7,t) estd linealmente polarizado
en la direccion del eje z. Entonces puede escribirse como sigue

E(z,t) = Eysin(kz —wt+¢) i (12.44)

Buscaremos ahora, qué restriccién imponen las ecuaciones de Maxwell sobre la am-
plitud del campo de induccién magnética B(7,t). Para ello utilizamos la ley de
Faraday

. OB
EF =— 12.4
V X o (12.45)
Desarrollemos el rotor
I
VXE =| 9/0x 9/0y 0/0z | = a;j (12.46)
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Reemplazando en (12.45) y recordando que el campo B no tiene componente B,,
tenemos

aE:c = a o -
00 =5, (Bxi + Byj) (12.47)
de donde concluimos que
B, =0 (12.48)
y que
oF, 0B,
= ——= 124
0z ot (12:49)

Las formas explicitas de las componentes no nulas son

E,(z,t) = Eysin(kz — wt + ¢)

By (z,t) = By sin(kz — wt + ¢) (12.50)
Resolviendo las derivadas de (12.49) tenemos
kEy cos (kz —wt + ¢) = wBy cos (kz — wt + ¢) (12.51)
de donde concluimos que
kEy, = wBy (12.52)
Recordando que
e 27:; _ = (12.53)

encontramos una relacién sumamente simple entre las amplitudes de campos.
EO = CBO (1254)
Notese que esta relacion puede extenderse al valor instantaneo de los campos

E, (z,t) = ¢By(z,t) (12.55)

12.9. Aspectos energéticos.

Para afrontar el analisis energético de los fenémenos electromagnéticos en el
vacio, cuando en la regiéon no hay ni cargas ni corrientes, deben considerarse las
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densidades volumétricas de energia residente en los campos. Dichas densidades en
una posicién y a un tiempo seran
w(Ft) = QB2 un(Ft) = — B2(F.4) (12.56)
2 2410
Siguiendo la misma linea, definimos la densidad de energia electromagnética en un
punto y a un tiempo como

Uem (Th 1) = e (T 1) + Uy, (T, 1) (12.57)

Hasta aqui, las definiciones son generales. Ahora trataremos el caso especial en que
los campos se relacionan como los de una onda plana, segin la relacién (12.55). En
estas condiciones, la densidad de energia magnética puede tratarse como sigue

B? E? E?
Uy = = = MR S0 (12.58)
2410 2p0c? 240 2
con lo que la densidad de energia electromagnética toma la forma simple siguiente
Uem (Ty1) = €0 E* (7 t) (12.59)

Ahora escribimos la densidad de energia electromagnética para el caso particular de
una onda del tipo (12.41). Esto es

Uerm (2,1) = €0 B sin’® (kz — wt + ¢) (12.60)

El valor medio temporal de la densidad de energia en un punto, lo denotaremos por
< Ugm >. El mismo viene dado por

1 4T 1 /T
Uy, > = — / Uem dt = € B3 | = / sin® (kz — wt + @) dt (12.61)
T Jo T Jo

para resolver la integral proponemos un cambio de variable dado por

v =kz—wt+ ¢ dv = —wdt (12.62)
Ademas observemos que
1
wT = 27rf? = 27 (12.63)
entonces
1 2w
< U > = € Ef [/ sin? (v) dv] (12.64)
21 Jo

Esta es una integral tabulada muy frecuente, cuyo resultado es 1/2. Entonces con-
cluimos que

1
<lem > = 5 coEs (12.65)
Observe que este resultado no depende de la posicion. Esto no sera asi en general,
sino que es una consecuencia de que la onda es plana e infinitamente extendida.
Sin embargo, la forma de la expresion serd valida, asumiendo que la dependencia

espacial la tiene la amplitud Ej.
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12.10. Vector de Poynting

El vector de Poynting constituye un campo verctorial asociado al campo electro-
magnético que se define como
~ = 1 — - 3 -
S(rt) = — E(r,t) x B(T,t) (12.66)
Ho
Nosotros abordaremos su significado en relacién con las ondas electromagnéticas
planas. En este caso toma la forma

" EyB
S(z,t) = ;00

sin? (kz — wt + ¢) k (12.67)

Notese que el producto vectorial hace que el vector de Poynting adquiera la direccion
y sentido de la propagacién de la onda. Trabajemos ahora sobre el factor constante
que acompana al seno cuadrado. Utilizando (12.39) y (12.54) tenemos

E(]BO Eg CES EOIU()CEg

= = = = = eocE} 12.68
Ho HoC foc? Ho oo ( )

con lo que el vector de Poynting toma la forma
S(z,t) = ecE? sin® (kz — wt + ¢) k (12.69)

Ahora analizamos el valor medio temporal del vector de Poynting. Para ello aplica-
mos la definiciéon habitual

1T 1T ;
<5 = f/ Sdt = eocE? f/ sin? (kz — wt +¢) dt| k  (12.70)
T Jo T Jo

La integral del corchete es idéntica a la resuelta en (12.61), y su resultado vale 1/2.
Entonces

<§>= ;eocEg (12.71)
Aqui nuevamente obtenemos un resultado independinte de la posicién que no puede
ser tratado como general, sino que sélo sera valido para el caso de ondas planas.
Ahora indaguemos un poco sobre su significado. Para ello imaginemos que la on-
da viene propagandose, de modo que ya ha avanzado sobre el semiespacio z < 0.
Entonces el primer frente de onda se encuentra en el plano z = 0. Para fijar ideas,
tomemos un circulo de area A contenido en el primer frente de onda y centrado en
el eje z. Cuando la onda avanza durante un tiempo At, el circulo viaja con el frente
de onda una distancia ¢ At. Todos los puntos por los que pasé el circulo, forman un
cilindro de area A y longitud ¢ At, dentro del cual ahora oscilan los campos E y
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B , dando lugar a una densidad volumétrica de energia cuyo valor medio temporal
en cada punto viene dado por (12.65). Si At es bastante grande comparado con el
periodo T de oscilacién de los campos, la energia residente en el volumen cilindrico
es

1
Uen = < Uerm > AcAt = 5eoEg Ac At (12.72)

Pero la energia residente en el volumen cilindrico coincide con la que atravesé el
circulo original en el tiempo At. Por tanto, si quisieramos saber la energia que
atraveso el circulo por unidad de area y unidad de tiempo, hacemos

Uem 1

_ 1 2
AL 2600E0 (12.73)

Comparando este resultado con (12.71) podemos construir una interpretacién fisica
del valor medio temporal del vector de Poynting. El médulo de dicho vector repre-
senta la densidad media de flujo de energia transportada por la onda, por unidad
de area y unidad de tiempo.



