ASTROFISICA DE LA EMISION EN EL CONTINUO DE RADIO

APUNTE: Convolucién - TF y Filtros

» La convolucién® es el operador matemético que transforma dos funciones f y ¢ en una tercera
funcién, la cual representa el resultado obtenido de la superposicién de la funciéon f y la funcién g
después de haber sido esta tltima, invertida y trasladada (ver Fig 1). La convolucién de f y g se
denota f * g. Se define como la integral del producto de ambas funciones después de desplazar una
de ellas una distancia t.

o
(Fe9)®= [ fwgtt—n)dy (1)
—0o0
El intervalo de integracion dependera del dominio sobre el que estén definidas las funciones.

Para las funciones discretas se puede usar una forma discreta de la convolucién. Esto es:

(f*g)(m) =) _ f(n)g(m—n) (2)

Propiedades
1 - Conmutatividad
frg=gx*f (3)
2 - Distributividad
fx(g+h)=(f*g)+(f*h) (4)
3 - Asociatividad
fx(gxh)=(f*g)xh (5)
4 - Asociatividad con multiplicacion escalar
a(f = g) = (af) x g = f = (ag) (6)
5 - Regla de derivacion
D(f*g)=Dfxg=f*Dg (7)
Df(n) = f(n+1) - f(n) (8)

donde Df indica la derivada de f o en el caso discreto, el operador diferencia.



e (i) Teorema de convolucién
F(f*g) = (F(f)) - (F(9)) (9)
donde F' indica la Transformada de Fourier de una funcién. También es véalido para la Transfor-

mada de Laplace.

e (ii) Convoluciones con deltas de Dirac

f(t)*6(t) = f(t) (10)
f() %3t —to) = f(t —to) (11)
f(t_tl)*é(t_to):f(t_to_tl) (12)

Ejemplo en Radioastronomia(?)

Se quiere conocer la densidad de flujo S, recibida de una fuente con una distribucién de brillo B(6, ¢)
observada con una antena cuyo diagrama es P, (6, ¢). Para ello:

S, = / / B(0,6) Pa(0 — 00,6 — 60) S (13)

Supongamos que el eje de referencia del haz de la antena coincide con el eje (0 = 7/2,¢ =0 ) de la
Fig. 1. La densidad de flujo observada en este caso va a ser

S(do) = / B(6) Pal — 60) do (14)

donde ¢, es el dngulo que se desplaza el diagrama de la antena, S(¢,) es la densidad de flujo observada
en watts m~2 Hz~!, B(¢) la distribucién de brillo del cielo en watts m=2 Hz~! rad=! y P,(¢ — ¢,)
el diagrama de antena normalizado con respecto al angulo ¢.

La densidad de flujo observada puede ser expresada como,
S(60) = [ B@) P00 - 6)ds (15)
donde P} (¢, — ¢) = Pn(¢ — ¢o). La ecuacién anterior se puede escribir como

S(do) = / B(6 — o) PL(6) di (16)

S(¢o) es el resultado de convolucionar B y P. Entonces la ecuacién (16) puede escribirse en forma
abreviada como S(¢,) = B * P;. De esta ecuacion se ve que, en general, cuando se observa con un
instrumento el resultado no es una imagen verdadera de la fuente sino una imagen modificada. Este
efecto se ilustra en la Fig. 2, donde el perfil observado S(¢,) = B * P} estd suavizado respecto del



Figura 1: Izquierda: Ejemplo de imagen resultante de una convolucién. Derecha: Radiaciéon de brillo B
incidente en una superficie de area A.

perfil verdadero B(¢), o sea que el efecto de la convolucién es suavizar los detalles de la distribucién.

Sélo en el caso que la antena posea una resolucién angular infinita P, (6, ¢) = d(6, ¢) la distribucién
de brillo en el cielo no va a estar alterada por el instrumento (ver Fig. 3). Para simplificar se considera
este problema en una dimensién. En este caso se considera al diagrama de antena como una delta
definida de la siguiente manera: 6(¢) = 0 para ¢ # 0y d(¢) = co para ¢ =0y [(¢)d¢ =1 En este

caso,

S(60) = B(6) K / 5(po — &) do (17)

v la densidad de flujo observada es igual a la distribucién de brillo.

Ahora, para el caso en que la fuente sea una fuente puntual y que el haz de la antena sea finito, la
distribucién de la fuente va a estar representada por la funcién delta definida anteriormente (ver Fig.
4 a) y la densidad de flujo observada va a ser igual al diagrama de antena pero con el signo invertido
(ver Fig. 4 b).

s La correlacion cruzada:
f*gz/ f(n) g(n—1t)dn (18)
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Figura 2: La distribucién de brillo verdadera B(¢) en (a) antes de ser convolucionada con el diagrama de
antena P en (b) se muestra la distribucién de brillo observada S luego de la convolucién.
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Figura 3: Para una antena perfecta (P,(¢) = d(¢)) la distribucién observada es idéntica a la distribucién
verdadera.



Bafd —
Pn (a)
Po #
Sxd*P,ap, (el
Po

Figura 4: La distribucién de brillo observada de una fuente puntual es la misma que el diagrama de antena
pero con la forma invertida.

es similar a la convolucién aunque la funcién g(n) esta desplazada sin revertir. De modo que si g(n) es
funcién par, la correlacién cruzada = convolucién. Esta operacion matemética suministra una medida
de la similitud entre las funciones f y ¢g en funcién del desplazamiento ¢. Si la funcién resultante de
la correlacion es "nula” para todo el desplazamiento t, entonces se dice que las dos funciones no estan
correlacionadas. Cuidado, no vale la propiedad conmutativa.

s Se denomina autocorrelaciéon cuando la correlacién cruzada se realiza con la misma funcion:
oo
fef= [ sorm-tan (19)
— 0
Teorema de autocorrelacién:

La transformada de Fourier de la autocorrelacion es el cuadrado del mdédulo de la transformada de
Fourier de la funcion.

F(f(t)« f(t)) = [F(f(t)]* = |F(s)? (20)

Este teorema es muy empleado en comunicaciones.



» La Transformada de Fourier es una transformacién matemética empleada para transformar senales
entre el dominio del tiempo (o espacial) y el dominio de la frecuencia, que tiene muchas aplicaciones
en la fisica y la ingenieria. Es reversible, siendo capaz de transformaciones de cualquiera de los do-

minios al otro.

siendo t: tiempo; w: frecuencia.

Propiedades®)
1 - Linealidad
2 - Dualidad
3 - Cambio de escala

Transformada de la conjugada

Traslacion en el tiempo

Traslacién en frecuencia

Derivacién en el tiempo

Derivacién en frecuencia

Transformada de la integral

F(w) = /_00 f(t) e 2™t g

ft) = /_00 F(w) 2™ duw

(21)

(22)

(23)

(24)



10 - Transformada de la convolucién
Ff(t)xgt)]=F / f(r)g(t — 1)o7 | = F(w)G(w)

11 - Teorema de Parseval

/\f(t)F@t:;r/\F@)y?aw

Function Transform

ftx) Fik)

Slx Fi(k)

g Y
x B o/ L k
Lix) = filx) + L(x) (c) Filky = Fik) + Fytk)
Flk) = F{ fx)}

Figura 5: Ejemplo de funciones con sus respectivas Transformadas de Fourier.

e Muestreo®: es la conversién de una sefial en tiempo continuo a una sefial en tiempo discreto
obtenida tomando muestras de la senal en tiempo continuo en instantes de tiempo discreto. Asi
x4(t) es la entrada de la senal al muestreador, la salida es z,(nT) = z(n), donde T se denomina

el intervalo de muestreo.
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Figura 6: Izquierda: Espectro de la senial original. Derecha: Espectro de la senial muestreada cada Tc.

Figura 7: Izquierda: Arreglo de muestreo con funciones delta de Dirac. Derecha: Imagen muetreada a la
frecuencia % y i—’;.

Una condicién importante que se propone en el Teorema es que ”la frecuencia de muestreo (W's) debe
ser mayor o igual al doble de la componente frecuencial mas alta”. De este modo, si en el espectro
original la frecuencia es We (llamada también frecuencia de corte) cuando la senal se muestrea con
Ws > 2We, el resultado en la sefial obtenida es una pérdida de tiempo, si en cambio la senal
se muestrea con Ws < 2We, el resultado obtenido serd pérdida de senal. De este modo debe
muestrearse con Ws = 2We.

= Fn algunas aplicaciones se quieren eliminar por completo algunas frecuencias. A este proceso se le



llama Filtrado. El filtrado de secuencias de datos se usa para suavizar los datos a fin de eliminar
fluctuaciones aleatorias (que generalmente son de alta frecuencia).

La base matemadtica del filtrado es el hecho de que la transformada de Fourier de la salida es la
transformada de Fourier de la entrada multiplicada por la respuesta en frecuencia del sistema.

F(salida) = F(S)sinc®(S) = F(f(z) * A(z)) (34)
k=00

F(salida) = Y f(k) Az — k) (35)
k=—0o0

Un filtro ideal selectivo en frecuencia es aquel que deja pasar con exactitud exponenciales complejas
de un conjunto de frecuencias y elimina el resto.

El filtro pasa bajos puede considerarse una operacién de suavizado. Para secuencias de datos obtenidos
en determinados momentos, una operacion comun de suavizado es la que se conoce como ”promedio
movil”, donde el valor suavizado f(n) para cualquier valor de n es un promedio de valores en la
vecindad de n,. La idea basica es que promediando valores locales, las variaciones rapidas seran
promediadas y las variaciones lentas seran mantenidas. El ”promedio mévil” puede expresarse como

la convolucién con una funcién rectangulo o triangulo.
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Figura 8: Diagrama de la salida resultante después de aplicar un filtro a los datos de entrada.

Hanning

{00 sixz=+2
Ax)= {025 siz==1

{05 siz=0
Fi=fo-04+f1-025+ f2-0,5+4 f3-0,25+ f4-0
Fo=f1-04+f2-025+ f3-0,54+ f1-0,25+ f5-0
F3=fy-04f3-025+ f1-0,54 f5-0,25+ f6-0



Fi=fio1-0+fi-0254 fitz1-0,5+ fiq2-0,25+ fiy3-0

Con este filtro se obtienen (n — 2) puntos de salida.

op =(0,25)%- 0 +(05)* 05 +(0,25)%- o (36)

Yi+1

Considero oy, , = 0y, = 0y, , entonces

op =0y - [(0,25)* + (0,5)* 4 (0,25)?] (37)

oy = 0,610y, (38)

Es decir que el error obtenido después de filtrar la senal con Hanning es un 60 % del error de la senial
sin filtrar.
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