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Este material estd dedicado a la primer unidad tematica de la disciplina Matemdticas
Avanzadas que se encuentra en el primer cuatrimestre del cuarto afio de la carrera de
Licenciatura en Meteorologia y Ciencias de la Atmdsfera, de la Facultad de Ciencias
Astronémicas y Geofisicas de la Universidad Nacional de La Plata.

Matematicas Avanzadas es una materia compuesta por las siguientes unidades tema-
ticas:

] Algebra Lineal: Espacios Vectoriales. Subespacios. Base. Transformaciones linea-
les. Cambio de base. Algebra de transformaciones lineales. Formas canoénicas de
transformaciones lineales. Algebra tensorial. Autovalores y autovectores. Polinomio
caracteristico. Polinomio minimo. Forma de Jordan. Sistemas de ecuaciones lineales.

= Variable Compleja: Numeros complejos. Funciones complejas elementales. Fun-
ciones analiticas. Funciones arménicas. Transformaciones conformes. Integraciéon en
el campo complejo. Propiedades. Teorema de Cauchy—Goursat. Corolarios. Series
de funciones complejas. Ceros y singularidades. Teorema de Laurent. Integracién
en el campo real mediante el teorema de los residuos.

= Ecuaciones Diferenciales: Concepto de ecuacién diferencial. Ecuaciones lineales
de primer orden a coeficientes analiticos. Caso homogéneo. Puntos ordinarios y
singulares regulares. Teorema de existencia y unicidad de las soluciones. Solucién
mediante series de potencias. Concepto de serie, integral y transformada de Fourier.

Esta materia tiene Analisis Matemdtico II como correlativa, de lo que se desprende
que los estudiantes que cursen la materia ya tendran, como minimo, aprobados los tra-
bajos practicos de las disciplinas Algebra, Anélisis Matematico I y Andlisis Matematico I1.

En virtud de la profundidad alcanzada en estas disciplinas, se puede afirmar sin lugar
a dudas que el nivel en Matematica de los estudiantes es elevado, conjuntamente con el
ritmo de estudio alcanzado a esta altura de la Carrera.



8 Capitulo 1. Prefacio

Dado el enfoque tensorial que pretendemos darle a la unidad tematica Algebra Lineal,
hemos decidido elaborar el siguiente material de guia para el estudio de esta primera parte.

Queremos aclarar que este material de manera alguna suprime la necesidad de los
libros recomendados para el estudio de la materia, sino que estd pensado para hacer
coherente el recorte de temas que la constituye.

Octavio Miloni
Profesor de Matemaéticas Avanzadas
4 de Abril de 2015
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

2.1 Introduccién a los espacios vectoriales
Definicién 2.1.1 — Espacio vectorial. Dada una estructura compuesta por un conjunto
V de elementos de naturaleza arbitraria (a los que llamaremos vectores, {V,w,i...}),
y un conjunto numérico que sea cuerpo K (a los que en este contexto llamaremos
escalares, {A, L ...}). Si podemos definir dos operaciones, de adicién entre elementos de
V, y de producto entre elementos de V y elementos de K, que satisfagan los siguientes
axiomas:

= sobre la adicion entre elementos de V:
1. conmutativa: Vw =w oV,
2. asociativa: (Vow) QiU =vVod (W),
3. que exista el elemento identidad, denotado por Ocv (y llamado nulo o
neutro), tal que: 7a0="7, YWeV,
4. que exista el elemento inverso aditivo, denotado por ¥V € V (y llamado
opuesto), tal que: @V =0, V¥ € V;

= y sobre el producto entre elementos de V y elementos de K:
1. compatible con el cuerpo K de escalares: A ® (L OV) = (A u) OV,
2. distributivo respecto a la suma de escalares: (A +U) OV=10VdUOV,
3. distributivo respecto a la suma de vectores: A © (V& W) =1 OVAA O W,
4. que exista el elemento identidad, denotado por 1 € K (y llamado unidad)
no nulo y unico, tal que: 1V =19,

la estructura algebraica constituida por la 4—upla (V,K,®,®) se denomina FEspacio
Vectorial sobre el cuerpo K. Dado que las operaciones de adicién de vectores y de
producto por escalares son operaciones binarias, gozan de la propiedad de clausura?,
luego, ademas de los axiomas antes establecidos, el espacio vectorial responde a las
leyes de cierre sobre:
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= la adicién de vectores: VEV y w €V entonces Vw eV,
= ¢l producto por escalares: A € Ky V€V entonces AOVEV.

%Esto se debe a que la adicién es una operacién binaria, i.e. trabaja sobre dominios y codominios
que son subconjuntos del mismo conjunto, mientras que el producto por escalares es una operacién
binaria externa, donde si bien los dominios pertenecen a conjuntos distintos, el codominio es un
subconjunto de uno de los conjuntos a los que pertenecen los dominios.

» Ejemplo 2.1 — Espacios vectoriales. Sea V el conjunto de las ternas (x,y,z) de nimeros
reales! para las cuales definimos una suma entre vectores como:

(x1,1,21) @ (X2,¥2,22) = (%1 +X2,51 + 2,21 +22),

y un producto por ntimeros reales como:

A (xy,z)=(Ax,Ay,Az),

entonces la 4—upla (V,K,®,®) tiene estructura de espacio vectorial.

En efecto, consideremos tres ternas Vi = (x1,y1,21), V2 = (x2,¥2,22) y V3 = (x3,¥3,23) en V.
Tenemos que:

Viev, = (x1+x2,y1+y2,2+22)

(2 +x1,y2+y1,22+21)

= V@V y la suma es conmutativa.

Vi @ (V2 ©13)
(x1,y1,21) & (X2 +x3,y2 +y3,22 +23)
(1 + (2 +23), 31 + (2 +y3),21 + (22 +23))
= ((x1+x2) +x3,(y1 +y2) +¥3, (21 +22) +23)
(V1 ®¥,) @3 y la suma es asociativa.

Si consideramos el elemento (0,0,0) podemos notar que (x,y,z) & (0,0,0) = (x+0,y+
0,z+0) = (x,y,z) y la suma tiene un elemento nulo. Para la operacién de suma entre
vectores nos faltaria demostrar que para todo elemento existe un opuesto. En efecto,
(x,y,2) ® (¥,¥,7') = (0,0,0) entonces X' = —x, y = —y y 7 = —z, esto es, existe siempre
un elemento opuesto.

Sean A y U numeros reales, tenemos que:

AOUO(x,y,2) =4O (ux,uy,1uz) = (Apx, Ay, Auz) = (An) © (x,,2),

lo que hace cumplir el primer axioma (compatibilidad con el cuerpo K) para el producto
entre vectores y escalares.

Consideremos ahora:

LAl ser los elementos del conjunto V, ternas de nimeros reales (debido a que el cuerpo sobre el cual se
define el espacio vectorial es el de los nimeros reales), en las demostraciones uno apela, a fin de cuentas,
a esta estructura mas basica, i.e. el cuerpo de los niimeros reales.
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(A+1)Ox,y,2) = (A +u)x, (A+1)y, (A +1)z) = (Ax+px, Ay+ Uy, Az+pz) = A O (x,5,2) + L O (x,Y,2),

lo que hace cumplir el segundo axioma.
Ademss:

2O ((xy,2) @ (x1,y1,21)) = A O (x+x1,y +y1,2+21) =
Ax+x1), Ay +y1),A(z+21)) =AO (x1,¥1,21) BA O (x2,¥2,22),
lo que hace cumplir el tercer axioma.
Finalmente, para el caso del producto por un nimero tenemos que, a partir de la

definicién, 1® (x,y,z) = (1 x,1y,1z), lo que hace cumplir el cuarto y ultimo axioma para
la operacién de producto entre vectores y escalares. "

Como vemos, la comprobacién de que cierta estructura es un espacio vectorial consiste
en ir comprobando cada uno de sus axiomas, usando tanto las definiciones para la suma
entre vectores como para el producto entre vectores y escalares.

Ejercicio 2.1 Sea V el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a,b] donde
definimos una suma f &g como (f@g)(x) = f(x) +g(x) y un producto con nimeros:
A ©® f, definido como (A ® f)(x) = A f(x). Demostrar que la 4—upla (V.K,®,®) tiene
estructura de espacio vectorial. "

2.1.1 Subespacios vectoriales
Dados los espacios vectoriales (V,K,®,®) y (W,K,®,0):

Teorema 2.1.1 — Subespacio. Sea W C V tal que v, w € W, si:

s AOVEW,
= VOweW,

entonces la 4—upla (W,K,®,®) es un subespacio de (V,K,®,©).

2.1.2 Base y coordenadas. Dimensién

En el Ejemplo 2.1 efectuamos una comprobacién de que las definiciones de suma
entre vectores y producto por nimeros dotan a la 4-upla (V,K,®,®) (donde V es el
conjunto de las ternas de nimeros reales) de una estructura de espacio vectorial. Ahora
realicemos un camino inverso.

Comencemos con una terna de nimeros reales (x,y,z) (como elemento v del espacio
vectorial (V,K,®,®)), a la que descomponemos de la siguiente manera de acuerdo a las
definiciones de suma entre vectores y producto por nimeros que ya hemos introducido:

(x,»,2) = (x,0,0)®(0,y,0)®(0,0,2)
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Esta cuenta elemental pone en evidencia una caracteristica de este espacio:

Si bien el espacio vectorial posee infinitos elementos, existen tres elementos particulares a
partir de los cuales (en este caso los vectores (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) un vector cualquiera
puede ser escrito como una combinacion de ellos.

Veamos que la representacién no es tnica. Consideremos los vectores e; = (1,1,1),
e;=(1,—1,0) y e3 =(0,0,1). Notemos que el mismo vector (x,y,z) puede ser escrito
como:

x4+ X— 27— (x+
(x,y,2) = &ty) ©er®d E=y) ©erd 2= (x4y)] ©e3.
2 2 2
Esto significa que la forma de representacion no es unica, pero que la cantidad de
elementos para representar un vector si. Estas son las ideas de lo que denominaremos a

continuacién como base y dimensién.

Definicién 2.1.2 — Sistema de generadores. Sea la 4—upla (V,K,®,®) un espacio vec-
torial sobre los niimeros reales. Sea {ey,ez,...,e,} un conjunto de vectores de V. Se
dice que el conjunto forma un sistema de generadores de V si para todo vector v € V
existen nimeros reales A',A2%,... 1" tales que:

V=20 ®120e, d... B Oey.

Mostramos que, dado un espacio vectorial, el sistema de generadores para el conjunto
de vectores que integra dicho espacio no es tinico. Sin embargo, vimos que el ntimero
de generadores pareciera que si lo es. En realidad esto no es asi: si a un sistema de
generadores le incorporamos un numero de vectores determinado, como éstos al ser
multiplicados por “0” son el vector nulo, la definicién de sistema de generadores sigue
siendo satisfecha. Luego, a la idea de sistema de generadores vamos a incorporarle otra
idea, en la que se determine un criterio para el niimero minimo de generadores necesarios
para escribir cualquier vector del conjunto V que integre el espacio vectorial.

Definicién 2.1.3 — Independencia lineal. Un conjunto de vectores {V,v,...,V,} son
linealmente independientes si }j;_; A*V, =0 — A =0,Vu =1,2,...,n.

Definicion 2.1.4 — Sistema de generadores linealmente independientes. Sea la 4—upla
(V,K,®,®) un espacio vectorial sobre los nimeros reales. Sea {ej,ez,...,ey} un con-
junto de generadores de V. Se dice que los vectores que conforman el sistema de
generadores son linealmente independientes si:

0=A'0edA20e,d...A Oey,
implica que cada ntimero A/ (con j=1,2,...,n) debe ser cero.

Esta definicién provee un criterio de filtrado de los vectores que no sean necesarios
para la generacion de vectores. Con estas dos definiciones previas, establecemos las
siguientes dos:
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Definicién 2.1.5 — Base. Sea la 4-upla (V,K,®,®) un espacio vectorial sobre los
numeros reales. Sea {ej,ez,...,ep} un conjunto de vectores de V. Se dice que el
conjunto de vectores forman una base de V si son un sistema de generadores linealmente
independientes.

Definicién 2.1.6 — Dimensién. Sea la 4-upla (V,K,®,®) un espacio vectorial sobre
los nimeros reales. Si una base de V posee n elementos, diremos que la dimensién de
V es n.

Hemos visto en lo precedente que un mismo vector v = (x,y,z) admitia al menos
dos representaciones. Esto es, en la base #Z = {e;,ez,e3} = {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} lo
escribimos como:

V=x0(1,0,0)®©y®(0,1,0) ®z© (0,0, 1),

y en la base &' = {ey/,e;’,e3'} = {(1,1,1);(1,—1,0);(0,0,1)}, como:

(x

(x+7) ;y)CD(O,l,l)EB

2

22— (x+V)]

0,0,1).
2 ®(77)

V=

®(1,-1,0)®

Como ente algebraico, el vector ¥ es unico, absoluto: un invariante, lo que cambia es la

representacién segun la base (lo que llamaremos coordenadas).

Vamos a definir como coordenadas de un vector a los coeficientes de los generadores
en la base escogida para el conjunto V del espacio vectorial. De esta manera, en la
primera base (denominada canénica y en la que los coeficientes coinciden numéricamente
con los valores de los elementos reales que constituyen la terna que define al vector V)
las coordenadas son simplemente los niimeros x, y, z, en cambio en la segunda base, las
coordenadas seran:

(x+y) (x—y) [z—2(x+y)]
2 0 2 Y2
En los textos clasicos de calculo tensorial tales como [L73], el estudio se centra en
el comportamiento de los tensores bajo cambio de coordenadas. Sin embargo, hablar
de cambio de coordenadas no es posible sin hablar de cambio de base. En este trabajo
consideraremos primero cambios de base y veremos como repercute estos cambios en los
cambios de coordenadas.

Invarianza y representacion

No siempre se reflexiona sobre la naturaleza de los objetos de determinado espacio
vectorial y con frecuencia se tiende a confundir a estos objetos con sus representaciones.

Lo que se intenta aclarar es lo siguiente: un objeto de R?, por ejemplo el (1,2,3), es
un elemento de un conjunto y por lo tanto no depende de niguna base. Simplemente es un
elemento cuyas componentes (en tanto nimeros que lo componen) son los nimeros 1, 2 y
3. Decimos que este elemento es un invariante, y tiene caracteristica de absoluto. Al intro-
ducir una base en el espacio lo que tendremos de manera no tinica son coordenadas que lo
representan en una determinada base. Una vez que elegimos una base, lo que tendremos
es una representacion del vector en una determinada base, y por lo tanto, sus coordenadas.

Si para R? consideramos las bases % = {ey,ez,e3} = {(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)} y
B = {e1,er €3’} = {(,0,0);(0,0,—2);(0,—1,0)}, el vector (1,2,3) se representara como
10e1 P20 e; 3O e3 como asi también por 2 ey’ @ —% ©e) ®—-20e3, es decir:
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3
10e®©20e,®30e; =2®e1'@—§®e2'®—2®e3’: (1,2,3).

Esto significa que dado un espacio vectorial, la eleccién de la base (de igual dimensién)
es arbitraria. Una vez elegida la base, cada vector estara representado por un conjunto
de coordenadas, pero:

n .
Z Ao €
J=1
es un invariante, es decir que no depende de la base, de hecho, si hubiéramos escogido
otra base, ' = {e/’,e),... ey}, tendriamos que se satisface la igualdad:

n n
Y Moe =Y Bog
j=1 i=1
con A/ y B escalares (del cuerpo K) a determinar.

Convencion de Einstein para la sumatoria

Al representar un vector de un conjunto V de un espacio vectorial de dimensién n en
una determinada base, debemos necesariamente utilizar el simbolo de sumatoria, i.e.:

B e

(agE

V=

1

Il
—

donde como ya hemos mencionado en la seccién anterior, esta suma es un invariante.

Proposicion 2.1.2 — Condiciones para la notacion de Einstein. Einstein propuso un criterio
para suprimir los simbolos de sumatoria (X), siempre y cuando se satisfagan las siguientes
condiciones:

1. Aparezcan dos indices repetidos;
2. los indices repetidos sean uno superior y otro inferior.

Entonces, por ejemplo:

. ima'x . . . +1 .
r__ L __ o lmin Umin Imax
a;= E a=a""+a"™ | +---+a’",
| e Umin imin+ Imax
=lmin

si los elementos son los de una matriz R y i, = 1 v inee = 1 tendremos la traza de la
matriz.

En cambio, el término a;; es simplemente un tnico término de la diagonal.

g Esta operacion, sumar en indices repetidos (uno arriba y uno abajo) se denomina
también contraccién.

Las contracciones producen invariantes. En efecto, la expresién A/ ©e; es un invariante,
ya que:

n
7Lj®e.,- = Z?Lj@e.,-,
=1
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es un elemento absoluto del conjunto V que integra la estructura de espacio vectorial.

La notaciéon de Einstein es de mucha utilidad en el estudio de la Teoria de la Re-
latividad, tanto Especial como General, ya que las operaciones que se realizan dentro
de este marco contienen muchas sumatorias de estas caracteristicas. Mds adelante se
volvera en este punto.

= Ejemplo 2.2 — Multiplicacién de matrices. Sean A € R™" y B € R”*!. El elemento
ci- (donde el supraindice indica fila con i € [1,n] y el subindice indica la columna, con
Jj €[1,1]) del producto A x B se obtendréd como:

m
i gk | _ ik
ci=aqb; | = Zakbj .
k=1
En este caso el resultado no es un invariante, ya que la produccién de invariantes se

obtiene cuando todos los indices estédn afectados a sumatorias. "

El uso de la convencién de Einstein es muy practico y simplificador pero, como en
todo lo que respecta a la matematica, debemos familiarizarnos bien con él.
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

3.1 Introduccidon a las transformaciones lineales

Ahora estudiaremos los conceptos correspondientes a transformaciones lineales y las
matrices asociadas a sus representaciones.

Definicion 3.1.1 — Transformacién lineal. Sean V y W espacios vectoriales con di-
mensién finita. Sea T una funcién T :V — W. Diremos que la funcién T es una
Transformacién Lineal si cumple:

u T(‘_;l @\_}2) = T(\_;l) @T(‘_&);
T(AOW) = AOTH).

En las expresiones de la izquierda de la igualdad, las operaciones binarias (®,0)
son sobre la 4-upla (V,K,$,®) (con V el conjunto dominio de T), cuando en las de la
derecha, las mismas operaciones son sobre la 4—upla (W,K,®,®) (con W el conjunto
imagen o codominio).

Definicién 3.1.2 — Nicleo. El nicleo de T estd definido como:
| Nu(T) = {¥eV: T(¥)=0}.
Definicion 3.1.3 — Imagen. El imagen de T estéd definida como:
| Im(T)={weW:IWeV, TH) =w}
Observaciones respecto de las transformaciones lineales:

1. el nulo del dominio esté en el nicleo de T: T(0y) = Oy,
2. el nicleo de T es un subespacio de (V,K,®,®),
3. la imagen de T es un subespacio de (W,K,®,®).
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= Ejemplo 3.1 — Transformaciones lineales. Sea V =R>? y W = R?. Sea T una transfor-
macién definida como T'(x,y,z) = (x+y,y —2) y V1 = (x,,2), 2 = (¥,,7') € V. Veamos
que:

e+ X+ Y]y +Y] =2 +7])

TFiewn) =Tu+xy+y,z+7) = (
(x+x'+y+y,y+y —z-7)
(
(

ey + Y] =2+ = 7])
xty,y—2)®W+y,y —7)
= (x,y,z) S T(x/7yl7zl) = T(\_}'l) D T<\_;2)7

T(AGV)=T(Ax,Ay,Az) = (Ax+Ay,Ay—Az)
= (Alx+y),Aly—2))
= Alx+yy—2)
= AOT(x,y,z2)=AO0TH).

Luego, como T satisface las condiciones antes expuestas, la transformacion T es lineal. m

p) Cuando la transformacién lineal va de un espacio en sf mismo, decimos que la
transformacién lineal es un endomorfismo u operador lineal.

= Ejemplo 3.2 — Niicleo e imagen. SeaV=R?y W =R3 y T una transformacién T :V — W
definida como T'(x,y) = (2x,x+y,x —2y). Hallar el nicleo y la imagen de T.

Para encontrar el nticleo se debe cumplir que (2x,x+ y,x —2y) = 6W, luego x,y =
0, entonces Nu(T) = {6V} Por otro lado, notemos que si un vector de R? estd en
la imagen, entonces es de la forma: (2x,x+y,x —2y) que puede descomponerse como
x®(2,1,1)®y®(0,1,-2). Luego como (2,1,1) y (0,1,—2) son linealmente independientes,
forman una base de la imagen y esta tiene dimensién 2. "

Matriz asociada a una transformacion lineal

Consideremos dos espacios vectoriales V y W de dimensién n y m, respectivamente.
Sean By = {e1,ez,....en} y Bw = {e1,e2',...,em’} bases de V y W, respectivamente.

Apliquemos la transformacion lineal T a un vector arbitrario v € V. Como tene-
mos una base de V, podemos escribir ¥ = A’ ® ¢;, donde, por definicién, los ntimeros
AL A%, ... A" son las coordenadas del vector en la base Ay dada. Entonces, aplicando la
transformacion T tenemos 7(V) =T (A’ @), y como la transformacion es lineal tendre-
mos: T(¥) = A!® T (e;). Ahora bien, como la transformacién T aplica un elemento de V
en un elemento de W, cada transformado debe poder reescribirse como una combinacién
lineal de los elementos de la base de W. Esto significa que T'(¥) = / ®ej’. Por otro lado,
cada transformado de los elementos de la base de V (generadores) poseerdn a su vez
un desarrollo en la base de W: T(e;) = [T}/ ©¢j’, donde los ntimeros [T]] indican las
coordenadas del vector de la base transformado en la base de W.
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El motivo de incorporar dos indices es el siguiente: un indice (el inferior) asociado al
elemento de la base del espacio de partida que estamos transformando y un indice (el
superior) asociado a la coordenada del transformado en la base del espacio de llegada.

Con esto, la transformacién del elemento vV la podemos expresar como:

T = A oT(e)
= ATl o
= [TA o

Entonces, tenemos que 7/ ®ej’ = [T]{li(Dej’ 0, lo que es equivalente [BJ - [T]zj/li] ©e¢'=0

y como los vectores ej’ son base, son linealmente independienes, con lo que [[3/ — [T]lj k’} =
0 o, lo que es lo mismo:

[T]/A" =B/, (3.1)

Esta ltima expresion relaciona las coordenadas del vector a transformar en la base
Py de V, i.e. A, con las coordenadas del vector transformado en la base By de W, i.e.
B7. Més ain, la relacién viene dada a partir de un producto de matrices, de la forma:

Bl [l e [T A
g |k g o 2| |2
L I AT ] B PY.

Esta relacién es entre coordenadas. La matriz asociada a la transformacion no es intrinseca,
ya que sus elementos dependen de las bases utilizadas para describir los espacios.

Entonces, la matriz asociada a la representacion de la transformacion lineal se cons-
truye de la siguiente manera:

1. Se aplica la transformacion lineal T al primer elemento de la base de partida: T (ey);

2. se escribe el vector transformado en la base de llegada W: T(ey) = [T]] ®¢j';

3. las coordenadas del transformado de ey, [TH forman la primera columna de la
matriz asociada;

4. se repite el procedimiento para los n elementos de la base de V, encolumnéndolos.

De esta manera, se obtendrd una matriz de m x n (m filas y n columnas).

Rr) Recordemos que segtin la convencién que hemos mencionado, el elemento [T]’J de
una matriz, estard posicionados en la fila i-ésima y la columna j-ésima.

= Ejemplo 3.3 — Matriz asociada a una transformacion lineal. Sea T : R*>*? — R? definida

explicitamente por:
a b
T[(C d>} =(2a—b,b—c,2c—d).

Hallar la matriz asociada a la transformacion en la base candnica para cada espacio.
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Aplicamos entonces la transformacién lineal T sobre cada elemento de la base canénica
de R2><2.

TK(l) 8)] —(2,0,0) = 26(1,0,0),
TKg (1))] — (~1,1,0)= —10(1,0,0)& 16 (0,1,0),

TK(I) 8)] —(0,-1,2) = —10(0,1,0) 826 (0,0,1),

T[(S ?)] — (0,0,—1) = —16(0,0,1),

con lo cual, agrupando las coordenadas en la base canénica del espacio de llegada (R?)
en formato columna, tendremos que la matriz asociada a la transformacién lineal T se
puede escribir como:

Cambio de base y cambio de coordenadas

Dado un espacio vectorial V de dimensién finita n. Consideremos a Z = {ey,ez,...,en}
y B ={el,e),...,ey'} dos bases distintas del mismo espacio. Para determinar el proce-
dimiento de cambio de base y el consecuente cambio de coordenadas podemos pensar
el asunto de la siguiente manera: sea la transformacion identidad, I; : V — V tal que
para cualquier elemento del espacio V le asigna el mismo elemento, es decir I;(V) = V.
Dado que la transformacion identidad es una transformacion lineal tendrd una matriz
asociada respecto a las bases de representacion del espacio V. Es claro que si utilizamos
la misma base para el dominio y el codominio de la transformacion identidad la matriz
asociada serd la matriz identidad n x n. Ahora, si para el dominio usamos la base Z y
para el codominio, la base %', lo que obtendremos es que la matriz asociada ya no serd
la matriz identidad, sino que sera la matriz conocida como matriz de cambio de base.

Entonces, aplicando la transformacion identidad, tendremos:

Le) = e = [l]joe

— — l /
Id(ez) = € = [Id]2®eg
Lie,) = e, = [l],O¢.

Y la matriz asociada a esta transformacion es:

_[Id]i [Id]% [Id]é [Id]%-
(4] ! Ud]% [Id]% [Id]g
[Idh [Id]z [Id]3 [Id]n
(L]} Uals (a5 - [Haly
Luego, dado un vector determinado en la base 4 = {ey,ez,...,e,} que tiene por repre-

sentacion ¥ = A‘ey, la relacién a través de la transformacion lineal identidad establece
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que el vector transformado se escribird, en la base %' = {e/, ey, ...,ey'} como ¥ = B'e).
Entonces, la relacion entre las coordenadas sera:

B! (] [aly [l [14],] 21
B2 Lalt [la)y  [La)3 alz| |52
| = L L3 [ (145 '
P w g - wa) B
0, en coordenadas:
BH = LV A",

que no es mas que la expresion dada por la Eq. (3.1) cuando T = 1.

En ocasiones, cuando el espacio es R"” se denotan los sistemas de coordenadas como
{x',x%,...,x"} (donde se asume una determinada base % = {ej,ez,...,e,}), entonces,
el cambio de coordenadas a un nuevo sistema {x'!,x?,...,x¥"} (donde se asume una
determinada base %' = {e/’,ey/,...,ey’}) viene dado a través de x'* = [I;]} x".

Es mas, si tenemos un cambio de coordenadas, que relaciona las viejas con las nuevas
coordenadas, el cambio de base viene dado a través de e, = [Id]ﬁf @e;“ es decir, que se
utilizan las mismas cantidades [I;]% pero no es estrictamente un producto de matrices
(en este tltimo caso estamos multiplicando escalares, [Id]ﬁ,‘, por vectores de la base nueva,
e;l, para obtener un vector de la base vieja, ey ).

Notemos, ademas, que el cambio de las viejas a las nuevas coordenadas es similar al
cambio de base, pero de los nuevos a los viejos vectores de la base.

R Situviéramos un cambio de los viejos a los nuevos vectores de la base: e}, = ok Oey,
podrfamos aplicar que €/, = @ [Id]ﬁ © ¢} . Entonces, se debe cumplir que o [Id]ﬁ =
6"}, lo que implica que la matriz ® es la matriz inversa de la matriz Iq debido a
que la expresién @l [Id]ﬁ = &} indica un producto de matrices.

Resumen. Esquema de transformacién de coordenadas.
Descripcién. Paso a paso:

1. El cambio de coordenadas: x* = [I,]}, x¥, es un producto de matrices;

2. el cambio de base asociado serd €], = [Id*l]c ©ey. Notemos que este cdlculo
no es un producto de matrices;

3. la relacién entre la base nueva y la base vieja es ey = [I;]5 ®e;l. Notemos que
esta relacién es muy parecida al cambio de coordenadas, sélo que esta obtiene
los vectores de la base vieja en funcién de aquéllos de la base nueva, cuando
en el cambio de coordenadas es al revés, se obtienen las coordenadas en la
base nueva, en funcion de las coordenadas en la base vieja.

Otra forma de establecer el cambio de coordenadas o bases es a partir de la relacién
invariante:

V=x"0e, = x’“@e;l.
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Si contamos con el cambio ' = {ey/,e;',...,en'} = B ={ey1,€z,...,en} dado a través de
ey = L]y @e;l, entonces, reemplazando en la relacién invariante:

X Ly o€, =x* o, — (xV L)y — ") ©e, =0,

y como los e;L son base, tendremos que x* = [I;]4 x¥. De esta misma manera se obtienen
todas las relaciones ya escritas.

Generalizando. Sea T una transformacién lineal donde Ty, 5, senala la matriz
asociada a las bases de V y W. Sea Iy la matriz cambio de base en V que relaciona las
bases By y %, y Iw la matriz cambio de base en W que relaciona las bases By y By .
Entonces, la matriz asociada a la transformacion lineal en las nuevas bases, Ty 4 se
obtiene de:

—1
Ty, 2, =Iw Tayzlv.

Claramente, en el caso que By = By =By By =By =B , Iv=Iw=Lay Ty =
Ia 'T4la.

Teorema 3.1.1 — Dimensién de las transformaciones lineales. Sea T :V — W, T lineal,
donde dim(V) = n y dim(W) = m. Entonces: dim[Nu(7)]+ dim[Im(7)] = dim(V).

El espacio de las transformaciones lineales

Vamos a estudiar el conjunto de todas las transformaciones lineales entre un espacio
V y otro espacio W definidos en un cuerpo K. Llamaremos a este conjunto L(V,W).

Definimos la suma entre transformaciones lineales de la siguiente manera: sean
f,8,f®gy AOf, con A €K, en L(V,W), entonces:

(f@e)(V) =)+, (A ON)=A-f().

I Ejercicio 3.1 Probar que con esta definicién L(V,W) es un espacio vectorial sobre K. =

Un aspecto interesante a estudiar es qué dimensién tiene este espacio L(V,W). Su-
pongamos que V tiene dimensién n y que W tiene dimension m.

Sean # = {ey,€,...,ep} una base de V.y &' = {e|,€,,...,e],} una base para W.

Consideremos en este espacio n x m transformaciones Ef con u=1,2,...,ny v=
1,2,...,m definidas como:
0 A# U
El(e,)=6-¢, = ’
v ( /l) 2 Sv e(/ 2 = u.

Consideremos ahora una transformacioén lineal cualquiera en L(V,W), e.g. T. Sean
[T]4 los elementos de la matriz asociada de T en las bases % y %'. Tenemos entonces,

T(ey) = [T} - €.

Aprovechando la definicién de las transformaciones EY podriamos escribir:

T(ey) = [T} ¢ = [TIE O Efi (en).
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Ademds, como L(V,W) es un espacio vectorial, podemos reescribir la tltima ecuacién
como:

[T [T} @Eﬂ (1) = 0,

lo que implica que la funcién [T - [T]f{ @Em es la funcién nula, ya que es nula para
todos los elementos de la base. Entonces tenemos que:

() =[T]; ©E; (),

y las transformaciones E[} generan L(V,W). Analicemos la independencia lineal. Conside-
remos la combinacién lineal:

b, OE,(-)=0() (i.e. pensémosla como la funcién nula).

Aplicando a todos los elementos de la base de V se obtiene que los coeficientes by
deben ser todos nulos, por lo que se demuestra de esa manera la independencia lineal de
E).

u

Esto implica que las funciones Eﬁ forman una base para L(V,W) resultando entonces un
espacio de dimensién n X m.
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4.1 Funcionales lineales: 1-formas

Vamos a considerar ahora un tipo particular de transformaciones lineales: las funcio-

nales lineales, llamadas también formas lineales o 1-formas!.

Definicién 4.1.1 — Funcional Lineal. Sea la 4—upla (V,K,®,®) un espacio vectorial
sobre el cuerpo K, por funcional lineal vamos a entender a toda transformacién lineal
f:V =K, esto es, aquellas transformaciones que a cada vector le asocian un escalar.

r) Las funcionales lineales siempre se escriben como una combinacién lineal de las
componentes de los vectores del espacio.

» Ejemplo 4.1 — Funcionales Lineales. A continuacién enumeramos algunos ejemplos de
funcionales lineales:

1. Sea V =R* la forma general de una funcional lineal es la siguiente: f(x,y,z,w) =
ax—+ by +cz+dw, donde a,b,c,d pueden ser nulos.

2. Sea V =R>*2 la forma general de una funcional lineal es la siguiente: f [(;C vyv )] =

ax—+by+cz+dw, donde a,b,c,d también pueden ser nulos.

3. Sea V =R3. Consideremos la funcién f(x,y,z) = 2x+y —z. Es trivial demostrar que
es una funcional lineal sobre la 4—upla (V,R,®,®) (donde el cuerpo numérico es el
de los reales), para ello calculemos el valor asociado a cada elemento de la base
candnica:

1Los términos: funcionales lineales, formas lineales o 1-formas, los usaremos de forma indistinta a lo
largo del texto.
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f(1,0,0) = 2,
f£(0,1,0) = 1,
£(0,0,1) = —L.

Luego, como cualquier v € V puede escribirse como combinacién lineal de los
vectores de la base candnica (que son los que acabamos de ver cémo se transforman
bajo f) y f es lineal (lo que resulta ficilmente demostrable), f cumple con asociar
a todo vector de V un ntimero real, ergo f es un funcional lineal sobre la 4—upla
(V,R,®,0).

Lo que nos va a interesar de las funcionales lineales es que ellas mismas poseen una
estructura de espacio vectorial. Pero para ello, recordemos de la Seccién 2.1, deberemos
definir una suma y un producto por escalares.

Consideremos el conjunto de todas las funcionales lineales sobre el espacio vecto-
rial definido por la 4-upla (V,K,®,®). Dadas f; y f» funcionales lineales sobre V y
A € K, definimos como suma: (fi @ f2)(¥) = fi(¥) + f2(¥), y como producto por escalares:

(A ONE)=A-f([).

Definidos de esta manera, se puede demostrar que el conjunto de todas las funcionales
lineales sobre un espacio vectorial dado es un espacio vectorial. A este espacio se
lo denomina espacio dual asociado a V, y se lo denota como V*. En otras palabras:
V*={f/f:V — K, transformacién lineal}.

Como todo espacio vectorial, al espacio dual se le puede encontrar varias bases. La
base que nos interesa construir es una particular denominada base dual.

Ya hemos demostrado que el espacio de transformaciones lineales de V en W tiene
dimensién n x m, donde n es la dimension de V y m, de W. En particular, para funcionales
lineales el espacio de llegada es el espacio vectorial K (e.g. R?).

Por lo tanto, la dimensién del espacio dual a un espacio V de dimensién n serd n x 1 =n.

Vamos ahora a construir una base para el espacio dual.

Como el espacio dual tiene dimensién n proponemos como base al conjunto:

B = {dx!,dx?, ... dx"}

de manera tal de que cada funcional lineal f € V* puede escribirse como:

Hicimos uso explicito en la notacién de ® dado que el resultado f € V* y no a K.

2En este caso, es trivial demostrar que R es un espacio vectorial de dimensién 1 y que la base canénica
es Br={1}.
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Notese la ubicacién de los indices en la notacién de Einstein. Recuerde que estamos
definiendo una base para cierto tipo de transformaciones linales, por lo que sus
elementos deben ser también transformaciones lineales.

A los elementos de la base los definiremos a partir de la propia base del espacio V.

Sea & = {ej,ez,...,en} una base para el espacio V, definiremos los elementos de la
base #* = {dx!,dx?,...,dx"} a partir de las relaciones:
1 =V
dxt(ey) =6t = " H (4.1)
0, p#v.

Veamos que efectivamente es una base. Para demostrar esto, tengamos en cuenta
que si el espacio tiene dimensién n y en ese espacio tenemos n vectores lineal-
mente independientes, entonces pueden ser una base para el espacio.

Entonces, primero comprobemos que los elementos de %* son linealmente indepen-
dientes. En efecto, consideremos una combinacién lineal de los elementos de #* cuyo
resultado sea la funcional nula:

au @dX” = 0

Si se lo aplicamos a cada elemento de la base de V, e.g. e1, obenemos:

[au @dx”] (e1) = audxt(ey),
= au51“ =a; =0.

Y el a; tiene que ser cero. Si aplicamos a cada elemento de la base de V obtenemos
que cada coeficiente debe ser cero, lo que implica que todos tienen que ser ceros. Entonces,
los elementos de %* son linealmente independientes.

Ahora, para completar la demostracion, restaria probar que generan V*. Sea f una
1-forma cualquiera de V*. Consideremos la combinacién lineal o ©@dx* +B© f=0. Si
todos los coeficientes fueran cero, entonces tendriamos un conjunto de V* de n+ 1 vectores
linealmente independientes. Entonces, todos no pueden ser linealmente independientes. Si
no son linealmente independientes, entonces son dependientes, con lo que existen algunos
de los niimeros que no sean cero®. Ergo, podemos escribir f = _%O‘u Odx* = B, ©dxH,

lo que indica que cualquier vector del dual es generado por los %* = {dx!,dx?,...,dx"}.

Ejercicio 4.1 Considere la base dual para R3: #* = {dx!,dx?,...,dx"}, a cuyos vectores
de la base se los define como

dx'(x,y,2) = 2x—y+2z dx*(x,y,2) =x— 2y + 3z A’ (x,3,2) = —x+y—2z.

Hallar:
= La base de R? cuya dual es la dada,
= las coordenadas del vector (6,7,8) en la base encontrada en el {tem anterior,

3Nétese que, ademds, B no puede ser cero, porque implicaria que todos lo sean, y ya hemos dicho que
de ser asi tendriamos un conjunto de V* de n+ 1 vectores linealmente independientes.
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I » Las coordenadas de la funcional lineal f(x,y,z) =x+y+z en B*.

El espacio doble dual

Si consideramos al espacio V* dual de V como un espacio vectorial de dimension n
podemos preguntarnos cual seria su propio espacio dual.

Si aprovechamos la definicién de espacio dual, necesitamos encontrar funcionales
lineales que a cada funcional del espacio V* le asocie un escalar del cuerpo K.

Consideremos una funcional f € V* y sea v € V; sabemos que f(V) € K. Si consideramos
a v como una funcional en V** tal que a cada funcional f le asocie un escalar del cuerpo
K de la forma V(f) = f(V), tendremos una identificacién entre el espacio V y el dual del
dual (el doble dual), V**.

Por cémo identificamos los elementos de V**, la base del espacio doble dual debera
ser B ={ey,ez,...,ep}, ya que:

1 -
eu(dx") = dx" (e,) = 3} = {0’ Z P :

» Ejemplo 4.2 — Traza de una matriz cuadrada. Dada una matriz n x n (e.g. de la re-

presentacién matricial de un operador lineal), de elementos ay, um,v=12,....nla
traza:
_ M
Tr(A)=ad",
es una l-forma. n

m Ejemplo 4.3 — Valor numérico de un polinomio. Sea V el espacio de los polinomios de
grado menor o igual que n, R,[x]. Sea t € R el cuerpo numérico de los reales. Definamos
la transformacién L, : R,[x] = R a través de:

ergo Ly es una 1-forma. "

» Ejemplo 4.4 — Funcional Integral. Sea [a,b] un intervalo cerrado de los reales y sea
Cla,p) €l espacio de las funciones reales continuas en [a,b]. Sea f € Clap); la expresion:

wn=[ roa

es una 1-forma (y una extremadamente importante). L]

= Ejemplo 4.5 — La diferencial de una funcién diferenciable. Sea f:R" — R una funcién
diferenciable en un punto a (que denotaremos por d@). Decimos que f es diferenciable en
el punto a si para todo h podemos escribir la variacion de f como:

f@+h) = f(@ = T(R)+e(f)
512 =0,

donde T es una transformacion lineal y la funcion € satisface lim

La funcién T (h) es una 1-forma y se expresa como:
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af

L | pH
oxH

a

T(h) =

y se denomina diferencial de la funcién. En general, se denota a la 1-forma como:

r— 9

= 1
= O dx",

a

donde, claramente, las componentes son el gradiente de la funcién, evaluado en el punto
a. .

r) Es a partir de esta 1-forma la eleccién de la notacién para los elementos de la base
dual. De esta manera, la diferencial de la funcién aplica el vector desplazamiento h
a un numero real a partir de:

of

N

dx*(h'ey) = 887]; hYdx* (ey)

a a

O] dx“} (h) = ;—f

xH

T(h)= {;;; ek~ 9f

R
v = o ht.

a a

4.1.2 Coordenadas de vectores y de 1-formas

La definicién de espacio dual y sus bases permite obtener las coordenadas de un
vector (o 1-forma) por directa aplicacién de 1-formas (o vectores, i.e. vectores como
elementos del doble dual).

A partir de las definiciones de las bases del espacio dual (V*) y del espacio doble dual
(coincidente con el propio espacio original, V** = V'), podremos identificar las coordenadas
de los vectores y de las 1-formas.

En efecto, sea V un espacio vectorial de dimension finita, n y sea V* su espacio dual.
Un vector cualquiera del espacio V, e.g. V, se escribe de manera invariante como v ©ey,.
Entonces, aplicandole un elemento de la base dual (nétese la diferencia: debe ser un
elemento de la base dual, y no sélo un elemento de una base del espacio dual), e.g. dx"
obtenemos:

dx" (V) = dx” (W ©ey) = vHdx"(ey) =5 ="

Lo que significa que podemos expresar a un vector, de la forma:

¥ =dx* (V) Oey. (4.2)

De manera andloga tenemos que dado un elemento del espacio dual, f, éste es
expandible en la base dual como: f = f, ©dx*. Apliquemos el elemento e, de la base del
doble dual a esta 1-forma:

ey (f) =ey (fuOdx") = fuey (dx") = fudx* (ey) = fudy = fy.

Esto significa que podemos escribir cualquier 1-forma, f, como:

f=eu(f)0dx* = f(ey) ©dx". (4.3)
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p) A partir de las definiciones y las propiedades obtenidas, podemos notar que
la aplicacién de un elemento de la base dual a un determinado vector (en el
sentido mds amplio del término) nos devuelve directamente la coordenada asociada.
Es justamente por esta razén que las 1-formas también son llamadas funciones
coordenadas.

4.1.3 Aspectos metodoldgicos. Ejemplo: R”

Dada una base para R", para la obtencion de la base dual debemos darnos cuenta que
toda funcional lineal en este espacio tiene la forma f(x!,x,...,x") = ax! +apx® 4+ ...+
a,x", donde las cantidades x/ son las coordenadas del vector al que le estoy aplicando f,
mientras que los a; tienen que ver con la transformaciéon. Con lo cual, para determinar
cada elemento de la base dual, deberemos aplicar f a cada elemento de la base y hacerle
valer 1 o 0 segin corresponda (tal y como dice la definicién, Ec. 4.1, e.g. en el caso que
f(ey) =1 cuando p =1y 0 cuando u # 1, entonces f = dxl). De esta manera, lo que
obtendremos, constructivamente, seran los elementos de la base dual.

= Ejemplo 4.6 — Metodologia: caso n=2. ParaR?, consideremos la base Z = {(—1,1);(1,0)}.
Determinar:

1. la base dual;
2. las coordenadas del vector v = (3,5);
3. las coordenadas de la 1-forma f(x,y) = 2x+ 3y.

1) Para determinar la base dual, simplemente debemos aplicar la definicién, Ec. (4.1).
Primero, como las 1-formas en R? tienen la forma f(x,y) = ax+ by (por el punto 3.) lo
que debemos plantear es si: dx! = a;x+b;y y dx> = ay x+b>y, para que cumplan con las
propiedades de base dual, deben satisfacer:

dx'(—1,1) =1, dx'(1,0) = 0; dx*(—1,1) =0, dx*(1,0) =1,

Entonces, las relaciones quedaran como:

dx'(—1,1) ( (
dx'(1,0) ( )
dx*(—1,1) = ay(—1)+by(1)=0
dx*(1,0) = ay(1)+b(0) =1,

|
=2
—_
~—
_|_
S
—
=

lo que constituye un sistema de 4 x 4, que arroja por resultado los siguientes valores para
los coeficientes: a; =0, by=1, ay=1 by=1.
Entonces, los elementos de la base dual son:
dx'(x,y) =y, dx* =x+y.

2) Para conocer las coordenadas del vector, simplemente aplicamos las 1-formas (funciones
coordenadas) al vector (ver Ec. 4.2). Es decir, si v=v'®(—1,1)®v?® (1,0) tendremos
que v! = dx! (¥) y v* = dx?(¥). Luego,

v =dx!(3,5)=5, V=dx*(3,5)=3+5=8.
Corroboremos: v' ® (—=1,1)@v*©(1,0) =50 (—1,1)®8®(1,0) = (-5+8,5) = (3,5).
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3) La 1-forma f(x,y) = 2x+ 3y serd expresada como f(x,y) = [a; ©@dx' @ a, ®dx?](x,y).
Para conocer las coordenadas del funcional, aplicamos f(—1,1) =a; y f(1,0) = ay (ver
Ec. 4.3). Entonces,

a=2-(—1)+3-1=1,a=2-(1)+3-0=2.

Y la funcional f en la base dual %* = {dx',dx*}, se escribe como

f=10dx'a20dx%.

Cambio de coordenadas para 1-formas

Consideremos un espacio vectorial de dimensién n con base Z = {ey,ez,...,e,}. Como
ya vimos, esta base tendra asociada una base dual %* = {dx!,dx?,...,dx"}. Pensemos
ahora un cambio de base:

/
el — AX @ ev.

Nétese que, en este caso, [I;]'Y = A}, con [I;]} los elementos de la matriz asociada a
la transformacién identidad senalada en la Seccion 3.1.2. Queremos ver, entonces, qué
expresion tendrd el cambio de coordenadas para 1-formas. Sea:

dx'* = df o dxP,

para ver cémo se relacionan las coordenadas, apliquemos la 1-forma al elemento de la
base €} a ambos miembros, esto es:

dx'“(e}) = Cngxﬁ (€)),

aplicando el cambio de base,

dx'*(e)) = dngxﬁ (A Oey) = @gAdeﬁ (ev) = PFA] sP.

Entonces,

5% = OUAY.

Lo que implica que la matriz de cambio, cumple con ® = A~!. Con esto, como las
coordenadas transforman con la inversa de la matriz con la que transforman las bases,
para el cambio de coordenadas de funcionales, tendremos para una 1-forma f = f, ©®dx"
una representaciéon en una nueva base %* = {dxll,dle,...,dx’} como f = f, ©dx'*
donde:

f;i :Artfw

Resumen de cambio de base y coordenadas

Vamos a esquematizar en un cuadro las relaciones que se obtuvieron a partir de un
cambio de base, y sus repercusiones en el cambio de coordenadas, en el cambio de base
del espacio dual y de coordenadas en el espacio dual.
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Consideremos un espacio V de dimensién n, con base original 2 = {e;,e;,...,ep}. Si
efectuamos un cambio de base, de la base original a una nueva base ' = {e/’,e;/,... ey}
podemos resumir todos los cambios resultantes como sigue:

| Espacio || Base | Coordenadas |
Espacio V e, =Aey xH = [A‘l]ﬁx"
Espacio V* || dx'* = [Afl]cdx" =AM
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Algebra de las formas bilineales i Aol
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Tensores cartesianos en general r (" \‘ - T“
Covarianza y contravarianza de un tensor 3
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

5.1 Funcionales bilineales sobre V

Definicién 5.1.1 — Funcional bilineal. Dado un espacio vectorial V, de dimensién n,
vamos a estudiar las funciones del tipo f:V xV — K, i.e. aquéllas que asocian a un
par de vectores i y V un escalar. En otras palabras, la funcién aplica f(é;V) a un
escalar. Si ademads, con respecto a cada argumento la funcién es lineal:

Se dice que la funcién es bilineal.

Podemos notar que, dado un espacio vectorial V y su dual V*, una forma bilineal
puede ser obtenida de la siguiente manera: sean f y g dos elementos del espacio dual
V*, entonces, F(i,V) = f(i)-g(V) (donde notemos que el producto se realiza en el cuerpo
porque las 1-formas estan aplicadas sobre vectores, i.e. son escalares) es una forma

bilineal.

m Ejemplo 5.1 — Funcionales bilineales. Es trivial demostrar que la siguiente es una forma
bilineal sobre R?: F (ii; V) = 2u, vy — 4 u, vy +uy vy —2uy vy, y que ademas puede reescribirse
como F(i;V) = f(i) - g(V) donde f(il) =2uc+uy, y g(V) = vy —2vy. n

Rp) Mids atin, notemos que esto no es una particularidad, sino que cualquier forma
bilineal puede ser escrita como producto de dos 1-formas. La itdlica viene de que
lo que se ve como producto (-) es en realidad el resultado de la aplicacién de cada
1-forma sobre vectores, lo que da por resultado sendos escalares. Pero atin no
sabemos qué es un producto de 1-formas que atn no se aplican sobre vectores.
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5.1.1 Algebra de las formas bilineales

Consideremos el conjunto de todas las formas bilineales F : V xV — K. Vamos a dotar
a este conjunto de una suma y un producto por un escalar, de la siguiente manera:

= Suma. Dadas dos formas bilineales F' y G, se define la suma a través de:
[F & G| (4;V) = F(id; V) + G(id; V).
= Producto por escalar. El producto por un escalar se define como:
[A©F](d;V) = A - F(id; V).

Estas definiciones permiten comprobar que el conjunto de las formas bilineales poseen
una estructura de espacio vectorial.

Ejercicio 5.1 Se deja como ejercicio comprobar que la dimensién de este espacio es n?,

siendo n la dimension de V. n

Aplicando estas definiciones de suma y producto para formas bilineales, y el hecho de
poder expresar la forma bilineal como el producto de dos 1-formas, F(i;V) = f(i) - g(V),
reescribamos:

F(i;V) = fuodx* (u¥ ©ey) go ©dx® (vﬁ @eﬁ) = fugau’ vPdx" (ey) - dx* (eg) -

Entonces,

F(i:7) = fu gau’ WOl - 88 = fugatv® = fuggu' P, (5.1)

<l

es un invariante. Esta es, entonces, una de las maneras de calcular la aplicacién bilineal.

Vamos a construir una base para el espacio de formas bilineales.

5.2 Producto tensorial de 1-formas
Definicién 5.2.1 — Producto tensorial de 1-formas. A partir de poder escribir la apli-
cacién bilineal como producto en K (e.g. en R) de la aplicacién lineal sobre cada
uno de sus argumentos, F(ii;V) = f(i) - g(V), se define el producto tensorial de dos
1-formas f y g, denotandolo como f® g, a través de la expresion:

(f@g)@V) = f(d) - g(¥).

Algunas propiedades del producto tensorial:

([ioh)Rg= fi®gDH®g;
f®g1©g) =R df®e;
Loflrwg=10(f®g);
feAog) =10(f®g).

Lo que no siempre se cumple es la conmutatividad, esto es, en general fRg #g® f.

Con estas definiciones se puede probar que el conjunto producto tensorial de 1—formas
es un espacio vectorial y que, ademés, posee dimensién n?. Més aiin, el espacio definido



5.2.1

5.2 Producto tensorial de 1-formas 35

de esta manera se lo denomina espacio producto tensorial V*®@V* y los elementos de este

0 (concepto que se desarrollard mas adelante).

Luego, vamos a proponer como base de este espacio al conjunto:

. . . 2
espacio se denominan tensores de tipo <

B ={dx" @dx"} u,v=1,2,...n

Coordenadas de un tensor
Coordenadas de un tensor de V*®V*

Dada una forma bilineal F : V x V — R, como mencionamos, esta forma pertenece
al espacio generado por la base Z* = {dx* @dx"} con u,v=1,2,...n, luego F puede
escribirse como F = fi,y ©dx* ® dx”. Veamos, entonces, cudles deben ser las coordenadas

fuv-

Aplicando a ambos miembros del desarrollo elementos de la base de V!, tenemos:

F(eg:eg) = fuy ©dx" @ dx"(eq;ep).

Y por definicién de producto tensorial de 1-formas:

fuv ©dx* @dx" (eq;ep) = fuvdxt (eq) - dx"(eg) = fuv &k 55’,

entonces:

F(eq;eg) = fop-

Lo que nos permite, finalmente, reescribir F = f;, ©® dx* @ dx" como,

F =F(eysey) O0dx" @dx". (5.2)

Si aplicamos esta forma bilineal (tensor) a un par de vectores cualesquiera, i y V,
tendremos:

F(ii;7%) = F(ey;ey)dx! @ dx" (u® @ eq;vP ©eg) = fuy dx* @ dx¥ (u® ©eq:vP ©ep),

resultando,

F(it;%) = fuyu®vPax* @ dx" (eq;ep) = fuvu® VP dx* (eq) - dx"(eg) = fuv u®vP 5 5.

Finalmente, en el caso general, tendremos:

F(i;V) = fuvulv' = F(eysey )ut v,

donde recuperamos la expresién dada por la Ec. (5.1).

INotemos que para determinar coordenadas, el procedimiento es siempre el mismo: aplicar la forma
sobre los elementos de la base.
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m Ejemplo 5.2 Hallar las coordenadas del tensor dos veces covariante F € V* x V* :
R? x R? — R definido como: F = g®h, con g(x,y) = 3x+2y y h(x,y) = x — 4y.

Para obtener las coordenadas, sélo debemos aplicar el tensor a los elementos de la
base de V. Suponiendo que esta base es la candénica (% = {e;,e,2}), tendremos que las
coordenadas del tensor son:

fii = F(e,e) = 3-1=3;
f]z = F(el,ez) = —12;

for = Flepe) = 2

f22 = F(ez,ez> = -8

Luego, el tensor F puede ser escrito en la base %* x #* = {dx! ® dx', dx' ®dx?,dx> ®
dx' dx? ®dx?}, siendo {dx!,dx?} la base dual de la base canénica, como: F =30 dx' ®
dx' - 20dx! ®dx* +20dx* @ dx' —8 @ dx* @dx*. .

I Ejercicio 5.2 Escribir el tensor F para la base de R?, = {(1,—1),(0,2)}. n

Coordenadas de un tensor de V@V

Asi como definimos e identificamos el espacio doble dual con el propio espacio,
podemos entonces, definir una forma bilineal que asocie a dos 1-formas a un escalar, i.e.:
F:V*xV*— K, definida como F(f,g) donde f y g son 1-formas. De manera andloga a
lo que vimos en la seccién anterior, podemos escribir esta forma bilineal como producto
tensorial de dos 1-formas de V**, es decir:

F(f,8) = (@av)(f,g) = u(f) -v(g) = /(@) g[).

A partir del dlgebra del producto tensorial, podemos notar que
#B={e, e}, u,v=12,...n

es una base para el espacio V ® V. Tomando esta base para el espacio, podemos notar
que toda forma bilinial en V ® V puede escribirse como:

T:tuVQeu ®ev,

de manera tal que para conocer las coordenadas en esta base sélo es necesario aplicar
esta forma bilineal (tensor) a los elementos de la base de V*:

T(dx%,dxP) = 1*F.

= Ejemplo 5.3 Sea T €V xV : R? x R?, definido explicitamente como T = (—1,4) ® (2,1).
Hallar las coordenadas del mismo si la base del dual es %* = {dx!,dx*} con dx'(x,y) =
2x—yy dx*(x,y) = —x+y.

Aplicando el tensor T a cada elemento de la base dual (i.e. de V*), tendremos inmediata-
mente las coordenadas:

M= Tx,dx!) = (1,42, 1)(dx!,dx!) = dx'(-1,4)-dx'(2,1) =(-6)-3=-18;
t? = T@dx',dx?) = (-1,4)®(@2,1)(dx!,dx?*) = dx'(-1,4)-dx*(2,1) =6;

P = T@Ax%dx!) = (—1,4)®(2,1)d3dx!) = dx’(—1,4)-dx'(2,1) =15;

? = T(Ax%dx®) = (1,42, 1)(dx%dx?) = dx*(—1,4)-dx*(2,1) =-5.

Y el tensor podra ser escrito como: T = —180 e Re;+60eRer+150erRe; —50erRe;
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Tensores cartesianos en general
Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n. Sea V* el espacio dual. Sean % =

{er,e,...,en} vy B* = {dx',dx?,...,dx"} las bases del espacio y del dual.

Definicién 5.3.1 — Tipo de tensores. Decimos tensor del tipo (2) a toda forma

multilineal:

T:VXVx..VXV'xV"x.. xV* =K, (5.3)

p—veces g—veces

definida a partir del producto tensorial. Es decir:

TeVRV'®..VoVeVe...QV. (5.4)

p—veces q—veces

Noétese el intercambio que existe entre los espacios de las dos expresiones. Esto se debe
a que, en la Ec. (5.3), los espacios corresponden a aquéllos a los cuales pertenecen
los elementos sobre los cuales actiian otros elementos que pertenecen a los espacios
denotados en la Ec. (5.4).

De esta manera, las formas bilineales sobre V:

fuv ©dx* @dx",

: . . 2 .
podemos generalizarlas bajo el concepto de tensores del tipo < ) y las formas bilineales

0
sobre V*:

f'uVQeu@ew

[ . 0
seran entonces, tensores del tipo <2)

La definicién de tensor, en general, permite definir un tensor del tipo <1> que aplica

a un elemento de V y un elemento de V* un elemento del cuerpo K (e.g. un nimero real,
elemento de R), con lo que, e.g., podremos escribirlo como:

T == T‘Y @dX‘u ®ev,
donde las coordenadas se obtienen, como es usual, aplicando el tensor a los elementos de

la base:

T, =T(dx";ey).
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En general, un tensor del tipo <Iq) ) se escribe como:

ViVa...Vy

T =Ty odxt @dx" ®...@dx" ®ey, ey, ®...Q¢y,
donde sus coordenadas se obtienen a partir de aplicarlo a los elementos de la base:

ViVa..Vg . Vi V) v,
Tmuz_nup—T(eﬂl,em,...,eup,dx ,dx"2 .. dxYe).
Con esta definicion, tanto los vectores como las 1-formas seran tensores. Los vectores,

(1)) y las 1-formas sobre V (es

vistos como 1-formas sobre V*, son tensores del tipo <

decir los elementos de V*) serdn tensores del tipo <(1))

5.3.1 Covarianza y contravarianza de un tensor

A partir de la definicién de tensor del tipo <Z >, se dice que es p veces covariante y

2), que es de la forma:

q veces contravariante. Entonces, en un tensor del tipo (1

T = Tgﬁ Odx* 2dxP @e,,

la cantidad de subindices que aparece en las coordenadas indican la cantidad de veces que
es covariante, mientras que los supraindices, la cantidad de veces que es contravariante.

5.3.2 Cambio de coordenadas en tensores cartesianos

Consideremos un cambio de base:
\%
u

Como hemos visto, este cambio de base produce, respectivamente, el siguiente cambio
de coordenadas:

I Al _ Ta-1 /
e, =Ave,, e =[A""] €.
17V
XV = [A 1]#x“, H=AbX"Y.
A su vez, en el espacio dual induce los cambios de base:
11V
dx" = [A l]ﬂdx“, dx* = Ab dx'Y,
junto con los siguientes cambios de coordenadas:

Vo

fo=Mfus fu= AT A

Tomemos un tensor dos veces covariante. Este objeto admite una representacion
invariante como T = Ty g ©dx* ®dxﬁ, lo que significa que esta representacién no depende
del sistema de coordenadas (o base elegida, que es equivalente), por lo que podemos
escribir:

Ty Odx* @dx"Y = T, © dx” ®dxP.

Reemplazando el cambio de los elementos dx* en funcién de la base nueva tendremos:

T, ©dx* @dx" = T,p AY©dx* © A 0 dx" = T, 5 AY AD © dx* @ dx”,
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entonces,
Tiy —Afj/\lv3 Typ| ©dx* @dx"" =0

y como los dx* ® dx’ son linealmente independientes, tenemos que el cambio de coorde-
nadas para un tensor dos veces covariante resulta:

I a0 AB
Ty =N Ay Top.
Tomemos, ahora, un tensor dos veces contravariante. De manera invariante, podemos
volver a escribir:
/ / /
T“"@eu ®e, = T8 OeqReg.

Reemplazando el cambio de base (la base sin primar con respecto a las primadas),
tendremos:

T oe, @, =T [AT]) AT e, @,

o

Agrupando como antes, y aprovechando la independencia lineal de los e’“ ®e), tenemos

T AT A T

Finalmente, veamos un tensor una vez covariante y una vez contravariante. Este
objeto, se escribe como:

T ©dx* @), = T, 0 dx* @ep.
De la misma manera que se hizo para los casos anteriores, reemplazamos el cambio de
bases del espacio y del dual (de las sin primar con respecto a las primadas):
T') Odx* @€, =T} [A*l]; Al Odx* @€,

con lo cual, se obtiene:

Ty = [A" g Ap Tl

Procedimiento esquematico para cambio de coordenadas de tensores.

A partir de los casos detallados en la Seccién 5.3.2 se infiere lo siguiente: dado un
tensor p—veces covariante y g—veces contravariante, los cambios de coordenadas del tensor
se realizan seguin el esquema

» Por cada indice covariante | | y €l cambio contiene una matriz A

[=Adl o

, . . v . . . _
» Por cada fndice contravariante [ ]* el cambio contiene una matriz A~
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Siguiendo este criterio, dado un tensor p—veces covariante y g—veces contravariante
cuyas coordenadas en un sistema son:

Tl31 BBy

o 0.0

el cambio de coordenadas queda:

VIV, Q VI [A—17V2 —11Yq -P1 BB
Ty jaiod = ATAT AR [A ]/3] (A ]Bz... A ];s;’ Toon..c0p-

R En algunos textos clasicos, tales como [L73], las nociones de vectores y tensores se
orientan al comportamiento de las coordenadas de los mismos a partir de cambios
de coordenadas. Asi, por ejemplo, en el texto citado define:

. . Vi va...V, .
Ciertas cantidades Ty, uz...upq son las coordenadas de un tensor p veces covarian-

te y q veces contraviariante si frente a un cambio de coordenadas x'* = ngﬁ las
WiVaVg a0y 400 0p Vi V2 Vg B1 BBy
coordenadas se transforman como Ty, ooy, =AwAp Ay Bﬁl B/32 .. 'Bﬁq Toy oy 0ty -

Aqui, las matrices A y B son inversas una de otra. A este criterio, el autor lo
define como un criterio de tensorialidad de las magnitudes. Entonces, se define
un objeto por lo que le ocurre cuando se cambian las coordenadas. En nuestro
abordaje, definimos las magnitudes de manera intrinseca, y luego los cambios de
base producen una regla de cambio de coordenadas en los tensores.

En otras palabras, el libro [L73] trabaja casi en su totalidad en coordenadas. El
libro ha sido, y en gran medida lo sigue siendo, una fuente inagotable de consulta
para el estudio de estos temas, aunque el lenguaje se haya modificado.

Componentes de 1-formas y tensores. Caso R>

Una 1-forma perteneciente al espacio dual de R3, al actuar sobre un vector ¥ = (x,y,7)
(de componentes x,y,z), tiene la siguiente expresién general:

f,y,z)=a-x+b-y+c-z, cona,b,ceR.

Notemos que para cada valor constante de f, tenemos la ecuacién de un plano con
vector normal 7 = (a,b,c).

Notemos, ademas, que podemos asociar los ntimeros a,b,c con las componentes de la
1-forma.

Si queremos ver la 1-forma sin necesidad de ver como actiia sobre un vector, podemos,
entonces, definir:

a
f=4b con a,b,c las componentes de la 1-forma,
c

asociacién de componentes que es perfectamente 16gica. En efecto, si consideramos a V
como el dual de V*, tenemos que:

Vf)=f()=a-x+b-y+c-z=x-a+y-b+z-c

donde si a,b,c son las componentes de la 1-forma (o en este caso, del vector), podemos
asociar a x,y,z como las componentes del vector (o en este caso, de la 1-forma) V.
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Relacién entre componentes y coordenadas de tensores

Del mismo modo que relacionamos las componentes y coordenadas de vectores, po-
demos relacionar coordenadas y componentes de 1-formas.

Veamos. Dada las base % = {e|,e,,e3} del espacio R?, tenemos:

1

‘7: (x7y7Z) =V -€ +V2'62+V3'e3,

donde podemos encontrar, en funcién de la definicién de los vectores base,

vio= vl(xy2),
Vo= v (x,02),
v v (x,9,2).

Por otro lado, debemos poder escribir, para 1-formas:

a
f=<0b :fldX1+f2dX2—|-f3dX3
c

donde podremos encontrar las siguientes relaciones entre coordenadas y componentes:

fl = f](Cl,b,C),
f2 = fz(a,b,c),
= fila,bc).

Notemos que para encontrar estas relaciones serd necesario aplicar a vectores, ya que las
1-formas se manifiestan mediante la aplicacién a vectores.

= Ejemplo 5.4 — Componentes de 1-formas. Consideremos para R’ la siguiente base:
% =1{(1,0,0);(1,—1,0);(—1,1,1)}. Esta base induce la base dual #* = {dx',dx*,dx’},
construida al aplicar cada elemento de ella sobre los vectores de la base 4:

dx'(x,y,2) = x+y,
dxz(xayv Z) = _y+Z7
A (x,y,2) = =z

Con lo que, inaugurando el uso de las componentes, podemos reescribir la base %* como:

1 0 0
#=0{1%{-1% {0
0 1 1

Notemos que un vector ¥ = (x,,z) se puede escribir como ¥ =v! ®(1,0,0)&v?*® (1,—1,0)®
x*®(—1,1,1), donde al relacionar las coordenadas con las componentes, podemos escribir:

V=(x+y)©(1,0,0)®(z—y)©(1,-1,0) dze (—1,1,1).

Escribamos ahora una 1-forma como combinacién de los elementos de la base dual:

a 1 0 0 fi
f=1b=f0d'@HodDAEAC =01 @A -1 BAL0 =1 fi—f
c 0 1 1 h+f
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p) Podemos definir una suma usual y un producto usual entre representaciones en
componentes de 1-formas. Para sumas y productos no usuales habria que probarlos.
En otras palabras, habria que ver el comportamiento entre representaciones de
elementos del dual para espacios que no sean n—uplas.

Entonces, fi =a, fr=a—b, s=b+c—a. Luego f=a0dx' ® (a—b)0dx*® (b+c—
a) ©dx’. En efecto: f(x,y,z) = a-dx'(x,y,z) + (a —b) -dx*(x,y,2) + (b+c —a) -dx>(x,y,2) =
a-(x+y)+(a—>b)-(—y+z)+(b+c—a)-z=ax+by+cz. .

Con la definicién de componentes de una 1-forma, podemos escribir la representacién

en coordenadas como funcién de las componentes, andlogamente con lo que hacemos con
vectores.

Finalmente, esta representacién en componentes, nos permitirda escribir expresiones
explicitas de tensores de cualquier tipo, actuando en componentes.

= Ejemplo 5.5 — Componentes de tensores. Consideremos R? y su dual. Consideremos
las bases utilizadas para el ejemplo anterior. Esto es:

0 0
#=1{(1,0,0);(1,—1,0);(—=1,1,1)} y BB = 17,0—-15,¢0
1 1

Los vectores y las 1-formas, a su vez, se escriben, respectivamente, como:

a
V=(x,5,2) = (x4+y)Oe;®(z—y) Oer®zOes y f=< b p =a®dx'® (a—b) ©0dx*@ (b+c—a) Odx>
c

. . 1 o .
Consideremos ahora, un tensor del tipo < 1), el cual se puede escribir de la siguiente ma-

nera: T =T ©dx¥ ®ey. Supongamos, para simplificar, que T =3 odx' ®e; ®20dx> Qes,
i.e. tiene muchas coordenadas nulas sélo para hacer el ejemplo no tan largo.

Para obtener la expresion explicita, i.e., en componentes, apliquemos el tensor a
un vector ¥ y a una 1-forma f: T(¥; f) = 3-dx' (¥)-e;(f) +2-dx*(¥) - e3(f). Resolvemos,
haciendo uso de:

d&x'(¥) = d&x![x+y)0e@(z—y)0er®zOes] = (x+y),
A7) = d[(x+y)Oe ®(z—y)OerdzOes] = (z—),
ei(f) = efavdx'@®(a—b)od*a® (b+c—a)0dx’] = a,

e&(f) = elacdx'@®(a—b)od’a (b+c—a)0dx’] = (b+c—a),

con lo que la expresion explicita del tensor sera:

T(Xf)=3(x+y)-a+2(z—y) - (b+c—a).
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5.4.2 Aspectos metodoldgicos

La relacién entre las coordenadas y las componentes se puede obtener de la siguiente

manera:
a
1. Escribimos la 1-forma en cuestién, en componentes: f =< b »;
c
2. si, ademas, cada elemento de la base dual estd dado por sus componentes:

(041 (0%) (04]
Xm = Bl s dX2 = ﬁz s dX3 = ﬁ3 s
4l ) 4]

. entonces, para la 1-forma f = f;, ©dx*, se pueden relacionar coordenadas y com-

ponentes de la siguiente manera:

a (03] (0%) (04}
by = fiOSB pDLO P BSf3-4 B
c ¥ |2 §é

. Ahora bien, teniendo en cuenta que, independientemente de cémo esté definida

la suma y el producto por un nimero en el conjunto de vectores, la suma y el
a

producto por un ntimero en el conjunto de los elementos < b ; son las
c

usuales. En efecto, esto se obtiene en virtud de que al actuar una 1-forma sobre

las componentes de un vector, el resultado es un nimero real con la estructura

usual.

. Luego, con estas consideraciones, tenemos la siguiente igualdad, componente a
componente:
a fian+ o+ fi0s
bo=< fibi+LB+B ¢,
¢ hn+hr+hin

. la que brinda la relacién entre las fy; (coordenadas) y las componentes de la 1-forma

f, a partir de resolver el siguiente sistema lineal:

firou+frr+f3-03 = a,
fi:-Bi+fa-Bo+f3-Bs = b,
fiin+th-rpt+tfzpn = c

En virtud de que dx',dx? y dx> son linealmente independientes, el sistema admite
solucién Unica:

fl = fl(a7bac)7
f2 = f2(a’bac)7
3 = fila,b,c).

g Este abordaje permite encontrar las relaciones sin la necesidad de aplicar f(x,y,z).

5.5 Formas cuadraticas
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Definicién 5.5.1 — Funcional cuadratico. Dada una forma bilineal sobre un espacio
V, es decir, que la forma asigna a dos vectores de V un elemento del cuerpo K. En
términos de la aplicacién, tenemos que una forma bilineal F, tiene por expresién
F(i;V) € K. Una forma cuadrética se obtiene a partir de calcular la forma bilineal
para un mismo vector F(V;V).

» Ejemplo 5.6 — Funcionales cuadraticos. Para el Ejemplo 5.1, en el cual F(ii;V) = 2u, vy —
Auy vy +uy vy —2uy vy, si calculamos: F(V;V) = 212 —4vevy vy v — 2v§ =22 — 3vyevy— 2v§.
Entonces, esta forma bilineal define una forma cuadrética: F(v;V) — Q(x,y) =2x> —3xy —
2y? (i.e. Q(Ax,Ay) = A2Q(x,y)). "

En el caso de formas p-lineales sobre un espacio vectorial V, si se aplica a un mismo
vector se obtiene una expresion polindmica homogénea de orden p, lo que significa que
cada término tiene una potencia total igual a p.

En el caso de formas cuadraticas, cada término es homogéneo de orden 2, como se
ve en el Ejemplo 5.6: Q(x,y) = 2x%> —3xy —2y?, donde cada término es cuadrético (los
términos son x%,xy,y?).

En la busqueda de extremos relativos para una funcién de n variables reales, al
efectuar el desarrollo de Taylor para estudiar su comportamiento alrededor de un punto
critico, donde sus derivadas parciales se anulan, tenemos que podemos escribir, si Xy es
el vector donde la funcién tiene un punto critico, el desarrollo de Taylor como:

0 1 .
ST (o) D e e )+
X0

donde hy v (Xo) son los elementos de la matriz Hessiana.

Podemos notar que el tercer término del desarrollo es una forma cuadrética. Conocer
propiedades de esta forma cuadratica permitira caracterizar los puntos criticos.

Si en el punto (vector) Xy las derivadas parciales son nulas (por definicién de punto
critico), podemos escribir:

1

FE) = f o) = (o) (¥ — ) (¥ =)+

Lo que significa que la naturaleza del punto critico dependera del signo que tenga la
forma cuadratica.

Mas adelante estudiaremos un método que permitira obtener el signo de una forma
cuadratica a partir de un método que procura, entre otras cosas, llevar expresiones de
formas cuadraticas a formas candnicas.
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

6.1 Producto interno

En el caso particular del espacio tridimensional, dado un par de vectores de R3,
U= (ty,uy,u;) y v= (vx,vy,vz)l, reconocemos la definicién de producto escalar como:

UV =y Ve +uyvy+u;v,.

Con esta definicién se pueden identificar dngulos de inclinaciones relativas, criterios
de perpendicularidad, etc. Sin embargo, al trabajar con vectores de manera mas general
que ternas o pares ordenados, es necesario definir un producto interno entre elementos de
un espacio vectorial de forma tal que sea aplicable a la variedad de elementos que ahora
tienen la cualidad de wvectores, como por ejemplo, R”, R las funciones continuas en
determinado intervalo, etc.

p) Como hicimos para espacios vectoriales, definiremos las operaciones no sobre un
espacio en particular, sino que nos centraremos en las propiedades que deben
satisfacer para ser llamadas como tales.

En ese sentido, un producto interno sobre un espacio determinado serd una operacién
que deberd satisfacer determinadas propiedades, lo que da mas libertad para definir
propiamente la operacién y, para el caso de R?, el producto escalar ya conocido serd un
caso particular de producto interno, que llamaremos producto interno cancnico.

6.1.1 Axiomas de producto interno
Definicién 6.1.1 — Producto interno. Dado un espacio vectorial V sobre el cuerpo de

los ntimeros reales. Una operacién (i|V) es un producto interno siempre y cuando se
satisfagan las siguientes propiedades:

» (ii|V) es un ndmero real;

INétese que no se utilizé la notacién de Einstein porque estas no son coordenadas, sino componentes.
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» (V) = (Vju) (conmutatividad sélo para espacios sobre los reales®);
» (A O ©ib|V) = A (i1 |[V) + (@[V);
» (V) >0 W#£0, (JY)=0<«V=0.

Si el cuerpo fuera el de los complejos, esta propiedad se traducirfa en: (i) = (V|i), donde la barra
indica conjugacién compleja. Ademads, (id|A ©V) = A (i]¥), luego el producto interno en complejos no
es estrictamente una forma bilineal.

Ejercicio 6.1 Comprobar que el producto interno canénico (producto escalar ya cono-
cido) en R? definido como:

- =

U-V = Uy Vy+ UyVy,
es efectivamente un producto interno. "
Ejercicio 6.2 Comprobar que la operacién binaria en R? definida como:

(U]V) = ux vy —uy vy — Uy vy +4uy vy,
es un producto interno. "
= Ejemplo 6.1 — Producto interno en el espacio de funciones. Consideremos el espacio de

funciones continuas en el intervalo [—m,]. Un producto interno en este espacio estd
definido a partir de:

T
(e = [ st
—7T
Ejercicio 6.3 Comprobar que, asi definido, es efectivamente un producto interno en el
espacio de las funciones continuas. "

= Ejemplo 6.2 — Producto interno en el espacio de matrices n x n. Para el espacio de
matrices R"™" se define el producto:

(A|B) = a} b),.
]
I Ejercicio 6.4 Comprobar que, efectivamente, es un producto interno. "

Los espacios vectoriales dotados de un producto interno se los denominan espacios
producto interno o espacios euclideos.

6.1.2 Norma o médulo de un vector
Definicién 6.1.2 — Norma de un vector. Una vez definido un producto interno, podemos

definir la norma de un vector de un espacio vectorial V, ¥, como:

17l = /{9 6 WP = (719).

Teorema 6.1.1 Si V es un espacio producto interno, se cumple:
= [[AoV|| = [Al¥
= V]| >0, parav#0;
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@) <l4||1]¥]|,  Desigualdad de Cauchy—Schwarz;
udv|| <||u||+]|v||, Desigualdad triangular.

Ejercicio 6.5 Las demostraciones de los dos primeros puntos son inmediatas a partir
de la definicién de producto interno, y se deja como ejercicio. "

En cambio, para demostrar la desigualdad de Cauchy—Schwarz, consideremos el
vector:

(ulv
=112

V]

Si calculamos el cuadrado de la norma del vector w, es un nimero positivo. Entonces,

V) (@] v) .>
= - OV
V]2 192

Haciendo las cuentas (nétese que hay un valor absoluto involucrado: |{i|V)|),

~>>

W=ud— OV.

OVi®—

0§HMF=<ﬁ@—

o [Em)
0< ||MH2— HWZ )

de donde se obtiene la desigualdad de Cauchy—Schwarz:
212 171232 e PRI
(@) |~ <@l "IV~ = [ < [lal[[[¥]]-
Calculemos ahora ||ii + ¥||?. Tenemos que:
i+ ¥]|)? = (@4 V)i + V) = @) + ¥]9) + 2 (@|9).
Pero ademads, tenemos (i|v) < |(i|v)| < ||i]|||V]|, con lo que:

i+ ¥ < Gali) + (719) + 2l |[91] = ([ladl] + [¥11)?,

de donde se obtiene la desigualdad triangular.

) En algunos casos, es posible definir una norma de vectores sin necesidad de tener
definido un producto interno. En ese caso, decimos que el espacio es un espacio
normado.

Ortogonalidad

El producto escalar ya conocido (el canénico) induce la nocién de dngulo entre
vectores. De hecho, un criterio de perpendicularidad entre vectores se obtiene a partir de
la nulidad del producto escalar.

La ortogonalidad, ahora, serd un concepto estrictamente algebraico, ya que para espacios
vectoriales generales no existen angulos entre vectores.

No obstante, y como pasa casi siempre en matematica, tomaremos estas ideas para
generalizarlas. Ahora definiremos la ortogonalidad de dos vectores cualesquiera (i.e. de
cualquier naturaleza) a partir del producto interno.
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Definicién 6.2.1 — Ortogonalidad. Sea V un espacio producto interno. Sean #f y v dos
vectores de V. Se dice que # y V son ortogonales si y sélo si (i|v) = 0.

Definicién 6.2.2 — Conjunto ortogonal. Sea V un espacio producto interno. Sea § =
{V1,2,...,V} un conjunto de vectores no nulos. Se dice que S es un conjunto ortogonal,
si los vectores son ortogonales de a pares, esto es (Vu[Vy) = 0 si u # v.

Proposicion 6.2.1 — Ortogonalidad implica independencia lineal. Un conjunto ortogonal
es linealmente independiente.

En efecto, consideremos el conjunto ortogonal S = {V|,V,...,V,}. Tomemos a* ®v, =0
y calculemos para algin ¥, el producto interno: (a* ©vy [Vy) =0— a (¥, |V, ) =0. Como
el conjunto es ortogonal, tenemos que son ortogonales de a pares, i.e. s6lo el término en
el que se multiplica (¥y|¥y) es no nulo, obteniendo: a" ||Vy||> =0, y como por definicién
de producto interno, ||Vy||?> > 0, se debe cumplir que @ = 0. Si repetimos el procedi-
miento para todos los elementos del conjunto, obtenemos que todos los coeficientes de la
combinacién lineal deben ser cero, por lo que los vectores del conjunto son linealmente
independientes.

Definicién 6.2.3 — Conjunto ortonormal. Sea V un espacio producto interno. Sea
S ={V,%,...,Vn} un conjunto de vectores de V. El conjunto se llama ortonormal si
y sOlo si:

1 u=v,

<‘7#|VV>:5uV: 0 pAv.

Esto significa que un conjunto ortonormal es un conjunto ortogonal cuyos elementos
poseen norma unidad.

Construccion de una base ortogonal

Unos de los resultados méas importantes para espacios producto interno es la posibilidad
de contar con una base ortogonal. Ya sabiendo que un conjunto ortogonal es linealmente
independiente, poder construir n (donde n es la dimensién del espacio) vectores ortogonales
nos garantiza una base.

El procedimiento es el denominado proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt, y
se describe a continuacién.

Comencemos con un conjunto {i,iy,...,i,} de vectores linealmente independientes.
Vamos a construir otro conjunto {Vi,,,...,¥,} de vectores ortogonales mediante el
siguiente algoritmo:

Vi = Uup,
- R |V .
V2 = Mz@—< 2| 1>®v1.

1]
Notemos que ahora (V;|) =0, con lo que hemos construido dos vectores ortogonales.
Ahora calculemos:

(i3]v1)
|12

(ii3]v2)
|22

V3 = i3®— OV ®— ©,
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y notemos que V3 es ortogonal a V| y a ;. Este procedimiento se repite hasta construir
una base ortogonal.

Resumiendo el algoritmo de Gram—Schmidt:
Vio= i,
S . |V .
v = MZ@_%G)W,
V1]
. - sV . U3 |V .
vy = M3®—%®V1@—%®Vza
|11 ]] 172 ]
"~ (Up|V
T = Gn® Y | ?@Vz
= 1l

Con este procedimiento, si hubiéramos partido de una base para el espacio, el
proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt nos conduce a la construccion de una
base ortogonal para el mismo espacio.

Base ortogonal. Coeficientes de Fourier

Consideremos un espacio vectorial real de dimensién n. Sea 4 = {ey,ez,...,e,} una
base ortogonal. Sea V € V, entonces Vv = v ©ey. Calculemos (V|ey), tenemos (Vley) =
(WM ©eyley) =vH (eyley) =vV||ey||*. Entonces, las coordenadas las obtenemos calculando:

v (Fley)
[lev|[?
Y la expresion del vector es, entonces:
o (Vew)
V = = eu.
lewll?

(Veu)
llewl
coordenadas contravariantes del vector ¥, sélo que el célculo no posee un supraindice.
Hay que tener cuidado entonces con esta notacion.

R) Adqui no parece ser consistente la convencién de Einstein. En realidad son las

Si ademas la base es ortonormal, tenemos que V= (V|ey) ©®e,. Las coordenadas de un
vector obtenidas a partir de estas relaciones se denominan coeficientes de Fourier. Cuando
se estudien las series de Fourier se retomaran estas ideas que resultan ser de gran utilidad.

Cuando la dimensién no sea finita todas estas ideas seguirdan siendo validas y seran
retomadas para la construccion de las series de Fourier que no es otra cosa que la
representacion del espacio de funciones integrables en un determinado intervalo del eje
real. Ya lo veremos mas en detalle, pero una funcién integrable en el intervalo [—, 7]
puede ser desarrollada como:

o) = 3 Uleostt) (flsin(n) oo

- & ||lcos(lt 2COS(EX)+ sin(£1)||?
=0

donde sdlo es necesario conocer el producto interno en este espacio.
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El producto interno como un tensor. El tensor métrico

A partir de la definicién de producto interno (Seccién 6.1.1) podemos notar que la
primera propiedad nos dice que es un numero real (en espacios reales). Ademés, con la
segunda (conmutatividad) y tercera (linealidad) propiedad se puede demostrar que es
una aplicacion que es lineal en cada argumento. Entonces, es una forma bilineal. Esto
significa que el producto interno es un tensor dos veces covariante.

Si % = {ey,ez,...,e,} es la base del espacio y #* = {dx!,dx?,...,dx"} es su base dual,
tendremos que el producto interno visto como un tensor dos veces covariante puede
expresarse como:

g= guv @dX“ ®dXv.

Como vimos, las coordenadas g,y del tensor en la base {dx* ®dx"} se obtienen
aplicando el tensor a los elementos de la base del espacio. Esto es:

guv = g(euaev) = <eu|ev>-

Las n? cantidades guv son denominadas coordenadas del tensor métrico, o directamente,
métrica. De la definicién de producto interno, tenemos que el tensor es simétrico, i.e.
que en cualquier sistema de coordenadas, guv = gvu-

Calculemos nuevamente el producto interno entre dos vectores i y v. Tenemos:

(i|vy = g(i,v) = guvdx @ dx" (4, V),
y aplicando la definicién de producto tensorial, tendremos finalmente que:
guv dx* (i) dx" () = gvie v

Aplicacion: longitud de arco

En diversas oportunidades nos encontramos ante la necesidad de hallar la longitud de
una determinada curva parametrizada con una funcién vectorial () =x*(t) ©ey, a<
t < b. En situaciones particulares, tales como trabajar en la base canénica de R3 y para
el producto interno canénico tenemos que la longitud de arco se calcula como:

dx] dx2 2 d3\?

Esta formulacién particular puede representarse de una manera mas general como:

b dr dr
E—/a <dt dt>dt’

que en una métrica que no sea la candnica, se escribira:

dx“ de

R Estaexpresion es mds general que la que normalmente se ve en los textos elementales
de célculo y geometria.
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Coordenadas covariantes de un vector contravariante.

Sea i un vector de un espacio vectorial V. Como el producto interno es bilineal,
entonces si fijamos un vector, por ejemplo el vector i, podemos definir una 1-forma
gi -V — R de la siguiente manera: gz(V) = (ii]¥). Como funcional, pertenece al espacio
dual de V, el V* y consecuentemente, tendré una representacion: gz = ay, ©dx* donde
para obtener las coordenadas a, deberemos calcular la 1-forma sobre los elementos de
la base. Tendremos entonces:

gi(ey) = aydx¥(ey).

Ahora bien, por un lado tenemos que dx*(e,) = 8¢, ergo gi(ey) = ay. Y por otro lado
tenemos que:

gi(ey) = (iley) = u“gI.LVa

con lo cual ay = utgyy. Y reemplazando en la forma original,

gi=ay Odx* =u¥g,, ©dx*.

Esto significa que dado un vector u del espacio V le podemos asignar a través del producto
interno una 1-forma g; cuyas coordenadas en la base dual son u"gy,. Como las 1-formas
poseen coordenadas covariantes, lo que obtuvimos es: a partir de un vector contravariante
de coordenadas u”, un vector covariante de coordenadas a, = gyuu".

Esto se conoce como coordenadas covariantes de un vector contravariante. Esta
transformacién de vector a 1-forma también se lo conoce como bajada de indice y para
llevarla a cabo es necesario multiplicar por el tensor métrico.

Definicién 6.4.1 — Bajada de indices. El procedimiento descubierto en el punto anterior

. . o . 3
permite generalizarlo a tensores arbitrarios: dado un tensor del tipo <2> cuyas

4 v . 4
coordenadas seran en una base Tgﬁy, puede transformarse en un tensor del tipo |
con coordenadas obtenidas a partir de multiplicar por las coordenadas del tensor
métrico y contraer en un indice:

Lo gy
Topro = Tapy8vo:
De manera analoga se pueden obtener las coordenadas contravariantes de un vector

covariante (i.e. de una 1-forma).

Definicién 6.4.2 — Subida de indices. Para asociar un vector (contravariante) a una
1-forma, serd necesario calcular la inversa de la matriz asociada a las coordenadas
del tensor métrico. Definimos g"" a la inversa de gqp, con lo cual la ecuacién que
relaciona las coordenadas sera:

g'uvgvoc = 55-

Con estas cantidades podriamos asociar a una 1-forma un vector contravariante:

fH=fug"".



52 Capitulo 6. Espacios euclideos y espacios métricos

. 3
= Ejemplo 6.3 — Subida de indices. Tomando el tensor del tipo <2> podemos transfor-

. 2 [
marlo en uno del tipo <3> cuyas coordenadas seran:

Tﬂvé _ T/JV 57.

ap apy8

1> debemos

Ahora bien, si queremos pasar del tensor original (;) a uno del tipo < 4

hacer:
uvén uv gy
Ty = ’Zaﬁygé gnﬁ-

El procedimiento de subida y bajada de indices se realiza multiplicando por gy (si se
quiere bajar indice) o por g"" (si se quiere subir indice) y se efectia un producto
por cada indice que se desea modificar.
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7. Analisis tensorial. Operadores diferenciales

> TSI i v g gt S

Bibliografia recomendada para el capitulo: [B85; D76; L73; S68].

7.1 Introduccidon

Para completar la exposicién sobre tensores, es necesario introducir las coordenadas
curvilineas, ya que en muchos problemas aparecen cambios no lineales de coordenadas,
tales como pueden ser los que involucran a las coordenadas polares, esféricas, etc.

En esta extension y en un abordaje tensorial, vamos a estudiar de manera invariante
los operadores diferenciales que ya fueron vistos en cursos de célculo vectorial (e.g. Anali-
sis Matematico II), los que fueron definidos exclusivamente para coordenadas cartesianas.
No obstante, a partir de esta restriccion se pierde la naturaleza geométrica de los objetos.
El gradiente, por ejemplo, es presentado en los cursos elementales como un simple vector,
pero ya hemos visto que su naturaleza geométrica no es la de un vector (contravariante)
sino que sus coordenadas son las de una 1-forma. De la misma manera el rotor, la
divergencia y el laplaciano fueron definidos para coordenadas cartesianas y en la métri-
ca euclidea (Pitagoras), lo que no permite enmarcar de manera covariante las expresiones.

En este capitulo, en cambio, introduciremos las definiciones brindadas dentro de
los cursos de calculo vectorial de manera covariante, i.e., independiente del sistema
de coordenadas, lo que nos permitird trabajar a partir de definiciones que no estan
forzadas a ser validas tinicamente en R3. Més atin, este marco nos permitira conservar la
naturaleza geométrica de estos objetos, perdida en enfoques menos generales.

7.2 Calculo operacional

Vamos a introducir operaciones entre tensores, en principio particulares, para luego
extender a tensores en general. Comenzaremos con los diferentes productos para luego
estudiar operaciones diferenciales.

7.2.1 Multiplicacién de tensores contravariantes

Producto punto. Sean A y B dos tensores dos veces contravariantes,
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A:A”VQe‘u(@ev,B:B#v@eH@ev,

definimos el producto punto (extensién del producto interno entre vectores contravarian-
tes) como sigue:

AeB=[A""Oe e, [Baﬁ eq@eg| =AMV B P oe e, e, Re =AMV B g4 0, Dep.

(ev]ea)

Notemos que el producto punto contrae dos indices, por lo que si se lo aplica sobre dos
tensores una vez contravariantes (vectores), obtendremos un escalar (coincidiendo con el

producto escalar usual). Por otro lado, recordemos que B*P gy = Be, luego:
AeB=A"VEBE G, wep.

Notemos que si el espacio admite una base ortonormal: Be = BBV, pero si no escribimos
los indices adecuadamente, no podemos aplicar la convencién de Einstein (en este caso
la sumatoria sobre V).

Producto tensorial. Para este mismo caso de tensores dos veces contravariantes,
el producto tensorial se define como:

AB=[A""0e, e, ® [BO‘B Deq@es| =AHVB P e, we, Deq@ep.

r) El producto punto sélo puede efectuarse entre tensores del mismo tipo, es decir,
es un tipo de producto interno. El resultado de la operacién resulta un tensor del
mismo tipo de los factores. En cambio, el producto tensorial puede efectuarse entre
tensores de diferentes tipos y el resultado es un tensor cuya contravarianza es la
suma de las contravarianzas, y lo mismo con la covarianza.

7.2.2 Derivacion de tensores

Otra de las operaciones necesarias para el planteo de las ecuaciones dinamicas son las
operaciones vinculadas a la derivacién, que dan lugar a los operadores diferenciales, cabe
destacar, principalmente, el caracter tensorial del gradiente, del rotor, de la divergencia
y del laplaciano.

El concepto de derivacion proviene de cambio, de tasa de variacién. Esto significa
que es necesario definir campos tensoriales, i.e., tensores dependientes de la posicion.

Sin embargo, la incorporacién de la variacion espacial, introduce otro problema: las
bases tampoco son constantes.

Estamos acostumbrados a que la base de un espacio vectorial es una entidad fija, la
que establece el ambiente para el espacio en consideracion. Sin embargo, al considerar
sistemas de coordenadas obtenidos a partir de cambios no lineales (como el caso de las
coordenadas polares para R?), las bases inducidas por estos cambios de coordenadas
cambian en cada punto.
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Consideremos un espacio V de dimensién n, con base original 2 = {ey,ez,...,e,}. Si
efectuamos un cambio de base, de la base original a una nueva base 2’ = {e1’,€5/,...,e,'}
podemos resumir todos los cambios resultantes como sigue (ver Seccién 4.1.5):

Espacio H Bases \ Coordenadas ‘

Espacio V e, =AJey K= [A‘l}’le"

Espacio V* || dx'* = [A*I]Cdxv fi =AMLy

Si ahora nos enfocamos mas desde una perspectiva de cambio de coordenadas, en
vez de cambio de base, llamaremos [A*1]5 = @, luego, un cambio de coordenadas

estard dado por ¥’* = ®4 x¥ donde este cambio induce lo propio entre bases, a través de

e, = [(I)‘l]; ey.

Con esta reescritura, podemos escribir la tabla anterior, pero usando la matriz ® y
no A:

Espacio H Coordenadas ‘ Bases ‘

Espacio V XM =Pl XV e, = [CITI]; ey

Espacio V* || f, = [®7!] f, | dx* = ®}dx"

En el contexto de cambios lineales, las matrices @ y A son constantes, i.e. las bases no
cambian con la posicion.

Coordenadas curvilineas

Ahora consideremos cambios de coordenadas no lineales. En muchos ejemplos de
mecanica o geometria, las simetrias de los problemas inducen a cambios de coordenadas
que simplifican las ecuaciones y reducen la cantidad de variables. Por ejemplo, para el

caso de R? tenemos las coordenadas polares (r,0) inducidas por la transformacién no
lineal:

F = ER
6 = arctan(%).

En este caso, no es posible considerar una matriz ® que caracterice el cambio de coorde-
nadas. Luego, para este tipo de cambio de coordenadas, aplicamos una linealizacion, de
manera tal de considerar cambios lineales locales.

Calculemos los diferenciales:

— X y _ .
dr = T dx+ s dy = cos(0)dx+sin(0)dy,
do = —pdxtpipdy = —Sinfe) dx+ Cosr(e) dy.
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El cambio de coordenadas local y lineal serd representado ahora por la matriz @ cuyas
entradas son:

dx'H ..
b= v (las coordenadas nuevas respecto de las viejas),
xV

y, por lo tanto, el cambio de base inducido serd a partir de la matriz inversa:

oxV

[CI)*I]: =~ (las coordenadas viejas respecto de las nuevas).

Para el caso particular de coordenadas polares, tendremos:

sin(@)  cos(6)

o 35 sin(@)  rcos(0)

d— g;rc g; _[COS(G) sin(e)} P! % 33“ cos(B) —rsin(0)

Con estas matrices, podemos obtener el cambio inducido de las bases:

e, = e = cos(B)oOe Bsin(f)Oey,
e, = e = —rsin(6)Oe Preos(0)es.

R) Es necesario recordar cémo se recorren los indices para el cambio de base, ya que
no es un producto de matrices.

Podemos notar que e, es un vector unitario en direccién radial y que eg es un vector,

cuya norma depende del punto y cuya direccién es perpendicular a e,, y orientado
positivamente.

Notemos, ademds, que como ya se ha adelantado los vectores base son variables, i.e.,
cambian punto a punto:

de,
a0

€

T — *@QQ
or = rO¢
% = —r®e,.

Al aparecer, esta posibilidad de que las bases pueden ser funciones de la posiciéon

9 )
generara un nuevo concepto de derivada, ya que para bases constantes, la derivacién
de vectores solo se efectuaba sobre las coordenadas, dejando inalterada las bases.

m Ejemplo 7.1 — Tensor métrico en coordenadas polares. Antes de pasar al estudio de la
derivacién, consideremos el tensor métrico en el ejemplo de coordenadas polares.

Como el tensor métrico es un tensor dos veces covariante, en la nueva representacion el
cambio de coordenadas de g viene dado por:

o

g;w = [CID_]]M [fb_l] ,8ap (recordemos que los supraindices indican filas).

Entonces, en la nueva base (y por consiguiente en las nuevas coordenadas) el tensor
métrico tiene por coordenadas, teniendo en cuenta que en las coordenadas cartesiadas’

INétese que entendemos para las bases sin primar (las viejas), la siguiente denotacién: gi; = g ¥
822 = &yy-
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es la identidad:

/

’ 2

g = o = [0 et [0 2 [0 e = Rin(0) +eo(0) =

Entonces, el tensor métrico se puede representar de manera invariante como:

g =dx' @dx! dx* @dx* = dx'' @ dx"' & ? © dx? @ dx?,

o matricialmente, las coordenadas se pueden acomodar de la siguiente forma:

1o
guvzo P2

Derivacion covariante

La derivacién de vectores, en el marco general de coordenadas curvilineas, debe ser
reformulada habida cuenta que los vectores base ya no pueden considerarse como fijos
o constantes. El ejemplo de coordenadas polares ya puso de manifiesto esta propiedad
variable de la base.

Existen varias formulaciones para la introduccién de la derivacién covariante, desde
abordajes formales en el marco de la geometria diferencial, asi como también desde un
punto més operacional, sin necesidad de entrar en los detalles técnicos relacionados a
variedades diferenciales, etc.

Nuestro abordaje del tema serd mas bien operacional, trabajando en coordenadas, al
estilo del presentado en [L73].

Simbolos de Christoffel
A partir de la posibilidad de que los vectores de la base pueden cambiar por la

posicién, tendra sentido la expresion:

dey
oxy

Maés anin, este elemento debera ser un vector del espacio, por lo que sera una combinacién
lineal de los elementos de la propia base.

Esta representacion la efectuaremos de manera operacional, i.e., vamos a definir
cantidades que sean las coordenadas de los vectores base derivados. Para esto,
debemos tener un conjunto de indices que nos puedan indicar:

= el vector base que se estd derivando,
= la coordenada respecto de la cual se estd derivando,
= la coordenada en la base.

b= = e [ e — R0 +ue) -
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En funcién de lo establecido, vamos a definir unos elementos Fl‘fv tales que la derivada
de un vector base se puede escribir como:

de
e, ~Tivoen

donde las cantidades I'jj, son los sfmbolos de Christoffel.

r) Como hemos definido los Christoffel, estos no son las coordenadas de un
tensor.

A partir de consideraciones geométricas en las que no entraremos en detalles, los
simbolos de Christoffel se obtienen a partir de la métrica, de la siguiente manera:

ﬁ aguﬁ +agvﬁ _aguv

FOC
mv 2 | oxv oxH axP

Es frecuente, para simplificar notacion, identificar las derivadas parciales con un subindice

de la forma:
JA

axu = TH

entonces, con esta notacién, los Christoffel los podemos reescribir como:

g*P

Q@
av =5

[g”ﬁ,v +8vBu —guv,ﬁ] donde notemos que FO‘ = FO‘

n(n+1))

5 )

nz(n+1))
2

Las n? coordendas del tensor métrico (en realidad, por simetria, se reducen a

junto con los n® Christoffel (por simetrfa, también se reducen, en este caso a son
necesarios calcularlos inicialmente, ya que a partir de estas cantidades se puede realizar
todo estudio geométrico.

» Ejemplo 7.2 — Christoffel para polares. A modo de ejemplo, en el caso de coordenadas
polares tendremos:

1
F;r:()? Ffr:(); ;6:0? FrG_; r96:_r7 rg(—):0>

los prlmeros dos simbolos responden a que

‘3‘3 = ; ®eg como que ‘%" = ; ©eg (i.e. recordemos la simetria para los Christoffel ya

mencionada), y el tercer y ultimo par de simbolos a que %Lee =—r@®e,, tal y como se

dej6 explicito en el sistema manifiesto en la Ec. 7.1. "

aer, =0, el segundo par de ellos a que

Derivada de un vector contravariante

Consideremos un vector contravariante v = v ®e,. Teniendo en cuenta que ahora
los elementos de la base pueden tener derivadas parciales no nulas, podemos calcular:

o o . e
o = gw OO,

y reemplazando la expresion para la derivada de los vectores base:
v dvH

w a v®e”@v F#VGea
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Luego, si cambiamos los indices u por o en el segundo término (que estdn sumandose,
lo que los transforma en indices mudos), podemos agrupar como:
v avH

_ Lo
oxv | dx¥ eVt Oy,
y, finalmente, utilizando la notacién para la derivada parcial, con una coma en el subindice
para indicar la coordenada espacial respecto de la cual se deriva el vector, escribimos:

av

ﬁ - [ “’V+F‘\fava} @e”.

Rr) BEsta expresion compatibiliza con el calculo vectorial elemental, en el cual las
derivaciones de vectores sélo afectaban a las coordenadas (o componentes, para
ser més precisos). Notemos que si la base es fija, los Christoffel son nulos y por lo
tanto recuperamos los resultados del calculo vectorial elemental, relacionado a la
derivacién de vectores.

Las derivadas de las coordenadas del vector tienen ahora un caricter absoluto, de
la misma manera que en el cdlculo vectorial elemental, sdlo que ahora para preservar las
direcciones no hay que considerar la derivada parcial, sino este nuevo tipo de derivada,
denominada derivada covariante.

La derivada covariante, entonces, es una derivada absoluta, que mide la variaciéon de un
vector, en cada una de sus direcciones. Vamos a denotar la derivaciéon covariante con un
punto y coma, para diferenciarla de la derivacion parcial de coordenadas, i.e. la derivada
covariante de una coordenada contravariante es:

v”;v = v“’v +Ih v, (7.2)

Con esta notacion, la derivada parcial de un vector contravariante la denotamos como:

o O

p) Con la introduccién de la derivacién covariante, la derivada de un vector es
equivalente a la obtenida en el cdlculo vectorial elemental.

Un célculo diferencial basado en estas ideas de invarianza fue desarrollado por Tulio
Levi-Civita, y lo denominé Célculo Diferencial Absoluto.

Derivada de un vector covariante

Un vector covariante, como sabemos, es una 1-forma, i.e.:
f = f‘u @dx“.

Ahora bien, plantear la derivacién parcial de la misma manera que lo hemos hecho
para vectores contravariantes es mas complicado, ya que deberiamos tener calculada la

cantidad:
0 dx*

oxV
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Sin embargo, esta complejidad la podemos obviar teniendo en cuenta que v* f;; es un
escalar, por lo que derivar covariantemente esta expresion coincide con la derivada
parcial. Luego: [v“ fu] W= [v“ fu] - Ademas, bajo la imposicién de que la derivada
covariante respete la regla del producto, tenemos que: v“;vfu +H fuy = v“Nfu +H fuv
Reemplazando la derivada covariante de las coordenadas contravariantes de v (en rojo)

segun lo visto en la Ec. 7.2, tenemos:

Vyﬂvfu —i—l"gvvaf# +vH fuy = Vlfvfp +vH fuv,

simplificando

ngvvaf# + vt fu;v = fu,v-

En el primer término del miembro de la izquierda podemos cambiar el indice ¢ con u,
obteniendo:

v [ngfa + fuv —fp,v] =0

De donde encontramos la derivada covariante de una coordenada covariante:

(04
fi.t;v = fmv - Fuvfa-
Luego, la derivada parcial de un vector covariante se escribe como:

d
a—j, :fu;v @dX“.

Este método nos permite extender la derivacién covariante a tensores de diferentes
tipos de contravarianza y covarianza.

7.3.4 Derivada de un tensor dos veces contravariante

Consideremos un tensor dos veces contravariante: T =r*V © e, ® e,. Calculemos la
derivada parcial respecto a x*:

T \Y v de 9
T = M, 0qRe 002 [que] = M, 0 e, a0 ThRe &MY Oey @ 5.
Reemplazando las derivadas de los vectores base y cambiando convenientemente los

subindices, obtenemos:

JdT

e [t‘”v,L +19T +r‘“"1“;l} Qe Rey.

Entonces, definiendo la derivada covariante de una coordenada dos veces contravariante
como:

uv o _uv av i no v

Era =ttt +1 e,

>

podemos reescribir la derivada parcial de un tensor dos veces contravariante como:
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Derivada de un tensor dos veces covariante

Analogamente a lo que hicimos para obtener la derivada covariante de las coordenadas
de 1-formas (Seccién 7.3.3), encontraremos la derivada covariante de las coordenadas de
tensores dos veces covariantes a partir de construir un escalar por contraccion: #, u*¥
es un escalar, por lo que [t#v M“VLA = [t,“, u“v]yl.

Reemplazando las derivadas, agrupando convenientemente y simplificando las expresiones,
se obtiene la derivada covariante de una coordenada dos veces covariante:

04 o
tuvia = tuva —Diatay =1y lua-
Entonces la derivada parcial de un tensor dos veces covariante sera:

JdT

w = tuv;l ®eli Xey.

Por dltimo, y generalizando en alguna medida lo encontrado en los apartados an-

teriores, un tensor del tipo se obtiene combinando las propiedades vistas en las

1
1
secciones 7.3.2, 7.3.3, 7.3.4 y 7.3.5:

b u 1 u
Fya =g Tty —Thata,

i.e. al margen del necesario cuidado para compensar los indices, en general por cada
indice de contravarianza se suman términos con simbolos de Christoffel y por cada indice
de covarianza se restan.

Terminemos entonces con un ejemplo general de aplicaciéon de derivada covariante.

= Ejemplo 7.3 — Derivada covariante de un tensor 3). Calculemos la derivada covariante

2
de un tensor tres veces covariante y dos veces contravariante:

Hikz _ Hi o
TV1V2V3;OC - TV1V2V3;OC+
Wi B o i B
+ FﬁaTvl\/zVerrﬁaTVleVz»

FelaTﬂlﬂz _Fﬁ THIH _Fﬁ THIH2

Bvavs T V20TvByy T V3O Ty wBe

Relacién entre los simbolos de Christoffel y el determinante de la métrica

Sea g el determinante de las coordenadas del tensor métrico. A partir de la relacién
de las derivadas de un determinante y de la relacién que resulta con los simbolos de
Christoffel, se puede obtener (después de un engorroso calculo) la siguiente igualdad que
resultara de utilidad:

()l _ 1 dlvel _ 1 dg (7.3)
oxY N 2g dx¥’ ‘

o
Fm =
Operadores diferenciales

Introduzcamos de manera general los operadores diferenciales, teniendo en cuenta
su naturaleza geométrica, i.e. a partir de los productos (e,®) definidos entre tensores
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(Seccién 7.2.1) y la definicién de derivada covariante (Seccién 7.3), podremos extender
los operadores diferenciales que se vieron en los cursos de Anilisis Vectorial.

Gradiente

Al operador V se lo define como:

VIl = [Ju ©dxt,

donde, para el caso de una funcién escalar ¢ : R” — R, el operador nabla aplicado a la
funcion resulta en una 1-forma diferencial que llamaremos gradiente, definida a partir
de la derivada direccional y cuyas coordenadas son las derivadas parciales de la funcién
(las derivadas covariantes de un escalar coinciden con las derivadas parciales):

V[g] = [¢] x ©dxH.

Es muy comuin considerar al gradiente como un vector, i.e. un vector contravariante. Si
fuera de esta manera:

V9] = [9]u ©ey,

y daria lo mismo en cualquier sistema de coordenadas, i.e.:

S ¢ ¢ 99 ¢
Vo] = —0Cexsd=—0ey==—0e, D == Oey, 7.4
[¢] ax X ay y ar r 86 0 ( )
lo que es claramente falso. Si quisiéramos considerar un vector contravariante a partir
del gradiente, deberiamos utilizar el inverso de la métrica para subir los indices, de
esta manera, el gradiente contravariante (o vector gradiente de uso comun en Anélisis
Vectorial) seré:

Vo =g" 9, ey,

donde indicamos con una barra al operador para indicar que es el gradiente contravariante,
definido a partir del operador V:

VI=g"[lu©ey.

= Ejemplo 7.4 — Gradiente contravariante en coordenadas polares. Para el caso de coor-
denadas polares en el plano, notemos que:

- d¢ a¢ ¢ 1 d¢
Vo=—"—0e,d—0e,=—0eP— — ey,
¢ 8x®x@ay®y 8r® 691*28966
que es la expresién correcta para el (vector) gradiente (recuerde que ggg = 1), a diferencia

de lo que teniamos en la Ec. 7.4. "

Con las definiciones de los operadores V y % podemos definir el gradiente de tensores en
general:

Grad[|=V®|].

r) El operador Grad puede ser aplicado a tensores de cualquier tipo.
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= Ejemplo 7.5 — Gradiente de un tensor del tipo <é) Aplicando el gradiente al tensor T:

T=7;" 0dx*®e, ey,

directamente obtenemos:
\%

Grad[T] = Ve [T} 0 dx* ©e, @, = Thi 0dx’ 0 dx” @ ey @ey,

2
que es un tensor del tipo (2> "

Definicién 7.4.1 — Primer parametro diferencial de Beltrami. El primer parametro
diferencial de Beltrami es el cuadrado de la norma del gradiente, por lo que se obtiente
a partir de la siguiente expresién:

Arp = guv‘l),uﬁb,v-

Rotor

El rotor de un vector covariante es un vector dos veces covariante, obtenido por
derivacién covariante:
5 v
ROt(V) - |:V‘u;v _vV;lJ'] @dXﬂ ®dX 5

donde el uso del tilde es para poner énfasis que el vector es covariante. Si reemplazamos
por la definiciéon de derivada covariante, tenemos:

Rot (V) = [Vu.,v — Fﬁ‘vva —Vyu+ F‘O,‘uva} odx* @dx",
y en virtud de la simetria de los Christoffel, podemos escribir:
Rot(7) = [vuv — vy ] ©dx* @dx".

Aqui también surge una diferencia con relacién a lo visto en cursos de célculo vectorial
elemental, ya que al definir el rotor en coordenadas cartesianas, no aparece su naturaleza
covariante, sino que, debido a que la métrica es la euclideana, componentes covariantes y
contravariantes se confunden, puesto que, como numeros, son los mismos.

Divergencia

El operador divergencia es un escalar que se obtiene a partir de un vector contrava-
riante y su definicién absoluta es:

. - _ M
Div(V) =v" . (7.5)
Recordemos primero la derivada covariante de la coordenada v del vector V:
V#;v = V”,v + Fléa ve,

para la divergencia sélo interesa el caso donde v = pu, i.e. v/ e

#+la[\/§]a

moo_ no o
Vi =V u+ eV =v ﬁ oxa L
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donde hicimos uso de la Ec. 7.3, recordemos que g es el determinante de la métrica y, en
virtud de que en el segundo término, & es mudo, lo podemos escribir como:

o 1 d[Va]
DlV(V) :V””u ﬁ ax‘u V“,
o de manera simplificada:

vrlaal

= Ejemplo 7.6 — Divergencia en coordenadas cartesianas. Notemos que en coordenadas
cartesianas, la cantidad responde a la suma:

Div(V) =

vt Y
Div(y) = — + — + —
iv() dx + dy + dz’
que es la expresion conocida del Analisis Vectorial. "

m Ejemplo 7.7 — Divergencia en coordenadas esféricas. A partir del cambio de coordenadas
usual dado por:

= rcos(0)sin(@),
y = rsin(0)sin(@),
z = rcos(Q),

mediante cédlculo directo, el elemento de distancia se obtiene facilmente:
ds® = dx* +dy* +dz* = dr* + *d6* + r*sin’*(0)d @2,

lo que evidencia que las coordenadas del tensor métrico en esféricas se pueden escribir
como:

gr 0 0 10 0
guv=1,0 gop O [=1[0 0 )
0 0 goo 0 0 r%sin’(e)

y entonces, el inverso se obtiene de manera trivial:

g" 0 0 1 0 0
1
0 0 g% 00 r2sin? (@)

Luego, el determinante de la métrica es, en estas coordenadas, g = r* sinz((p) y la

divergencia se puede calcular como:

1 2 [r*sin(@)v] 9 [r*sin(@)v] 9 [r*sin(@)v?
Div(7) — [P sin(@)v] | 9[~sin(o)?] | 9[~sin(e)] |
r2sin() ar 26 e
que es la expresion familiar de la divergencia para esféricas. n

Con las definiciones de los operadores V y %, también podemos definir la divergencia de
tensores en general:

Div[] =Ve|].
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) A diferencia del operador Grad, el operador Div puede ser aplicado sélo a tensores
contravariantes.

= Ejemplo 7.8 — Divergencia de un tensor del tipo <(2)> Aplicando la divergencia al tensor

T=T" ©e, ®ey, tendremos:

Div[T] = Vo [T%' O ey @ey] = g T, (eglen) O ey = T, Gey

. 0 . : .
que es un tensor del tipo <1> . Notemos que para un vector contravariante, la divergencia

se escribe como expresa la Ec. 7.5. n

Rp) En muchas ocasiones relacionadas a la fisica tedrica, la divergencia es aplicada a
un vector gradiente. Sin embargo, ya hemos hecho la aclaracién de que el gradiente
es una l—forma y, por lo tanto, sus coordenadas son covariantes. La divergencia
esta definida para vectores contravariantes, por lo que si queremos calcular
la divergencia de un gradiente (y obtener el laplaciano) serd necesario
convertirlo en contravariante para luego si poder calcular su divergencia.

Laplaciano

El Laplaciano, también llamado segundo parametro diferencial de Beltrami,
serd obtenido a partir de la divergencia de un vector gradiente contravariante. Entonces,
dado un campo escalar ¢:

V2(9) =Div(g" 9.v) = (8" 9.v)uu-

Mas aun, en su forma compacta, utilizando el determinante de la métrica, podemos
escribir:

1
\f OxH

m Ejemplo 7.9 — Laplaciano en coordenadas esféricas. Calculemos el Laplaciano en coor-
denadas esféricas, para ello tenemos el determinante y la matriz inversa del Ejemplo 7.7,
asi que estamos avanzados. Entonces,

Vi(9) = [\f ‘”axv} : (7.6)

1 d

2 _
Vie) = r?sin(@) Oxtt

¢
uv

[r sin(@) g ax‘/}
Entonces, expandiendo, obtenemos:

9 P 9 ¢ 2¢

Reemplazando los elementos de la inversa de la métrica, tenemos la expresién final:

S O e ST R

Esta expresion es muy engorrosa para hacerla por cambio de variables, pero de manera
tensorial es relativamente sencilla de obtener. n
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Como hemos hecho en las secciones anteriores con el gradiente Grad y la divergencia
Div, también vamos a definir el Laplaciano haciéndonos eco de las definiciones de pro-
ducto entre tensores.

A partir del vector gradiente y la divergencia, introducimos como Laplaciano al operador
determinado por la siguiente relacién:

V[=VeV®|].

En virtud de las definiciones y las restricciones para los productos, el Laplaciano
sblo puede calcularsele a tensores estrictamente contravariantes.

= Ejemplo 7.10 — Laplaciano de un tensor del tipo <0

2). Sea T dos veces contravariante,

entonces, el Laplaciano sera:
VIT] = VeV [T Ge,@e]=Ve [g“BT“V;ﬁ @ea®eﬂ®ev}
g 1Py LG (er]eq) Oy ey
= &8 [gP T };Gcaep@@ev.

m Ejemplo 7.11 — Laplaciano de un campo escalar. Consideremos ahora un campo escalar
¢. Entonces, al Laplaciano podremos escribirlo como:

- o o 0 d
Vo) = VeTol0)=Te e oo o [P 5G] lesfen
% %
— oM ap ¥ | _ | vB Y
gﬁ‘f’“"[g axﬁ];v { a]

y, utilizando la relacién de los simbolos de Christoffel con la raiz del determinante, Ec. 7.3,
arribamos finalmente a la expresion indicada en la Ec. 7.6. "

7.5 Aplicaciones a la teoria de curvas

Definicién 7.5.1 — Curvas. En un espacio S de Riemann de dimensién n (en general se
denomina variedad Riemanniana), i.e., un espacio de dimensién n donde tenemos una
métrica gyv, vamos a denotar por curva a una funcién x* : R — § definida a partir de:

x(t), a<t<b, a=1.2,...n

Con estas funciones, se puede definir luego una tangente a la curva:

dt  dr %
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Campo de tensores sobre curvas. Derivada

Consideremos un campo tensorial T sobre una variedad Riemanniana con métrica
definida por el elemento de arco:

ds* = gyydx* dx",

lo que es equivalente a decir: con métrica gyy.
Ahora bien, consideremos el campo tensorial definido en los puntos de la curva, a
través de la composicién de funciones:

T(r) = T[x()).

La derivada del tensor en cada punto de la curva la calculamos a través de la regla de la
cadena:
dT  JdT _dx*

o axaCDW. (7.7)

R) Lo que debemos tener en cuenta es que la derivada parcial de un tensor se aplica
como derivaciéon covariante en sus coordenadas.

= Ejemplo 7.12 — Tensor dos veces contravariante. Para ilustrar la definicién de derivada
a lo largo de una curva, consideremos primero un tensor dos veces contravariante:

T:TIJVQeu ®ev.

Entonces, dada una curva como la ya definida, la derivada sigue la expresiéon dada por
la Ec. 7.7, que se puede escribir en coordenadas como:

dT THY dx“ Sey @
— =T — Oe,Rey.
dt gy TR
Es decir, que en coordenadas, la derivada se escribe como:
v dx®
*odr

El ejemplo anterior alacanza para ilustrar como se calcula la derivada para tensores de
diferentes tipos: siempre se utiliza la derivacién covariante en las coordenadas.

m Ejemplo 7.13 — Derivada de un campo vectorial. Antes que nada, queremos hacer
notar que este ejemplo esta incluido naturalmente en el Ejemplo 7.12, pero dado que
estas herramientas pedagodgicas son excelentes para la asimilacion de ideas, igualmente
calculemos la derivada a lo largo de la curva. Al vector V lo escribimos de manera
tensorial, i.e. como un tensor una vez contravariante: v =v* ©e,. Entonces, la derivada
en cada punto de la curva es:

av o, dx®

E =V . ? ® e“ .
Finalmente, las coordenadas del vector cambian a lo largo de la curva segin la siguiente
ley:
dx“

d o
W W oa+Thav"] o

O dr
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Transporte paralelo

Una aplicacién de lo visto en la seccién anterior (Seccién 7.5.1) es lo que se deno-
mina como transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva sobre la variedad
Riemanniana. Consideremos una curva sobre una variedad Riemanniana. Consideremos,
ademads, un campo vectorial definido en la variedad y definamos la manera de transportar
paralelamente al vector sobre la curva.

De manera intuitiva podemos asumir que la manera de transportar paralelamente a
un vector determinado entre dos puntos de la curva, es aquella en la que en cada punto
la derivada del vector en cuestién en la direccién a la curva es nula.

Existen varios abordajes para este tema, los cuales pueden verse en la bibliografia,
pero este en particular estéd inspirado en lo planteado por [B85].

Definicién 7.5.2 — Transporte paralelo. Dado el vector V, este serd transportado
paralelamente a lo largo de la curva si y sélo si:
dv u o dx® dx®

EIO—)V ;QW:[VH7¢X+F€O(VV:|W:0, V,LLZl,Z,...,n, (78)

es decir, el vector no cambia en su transporte a lo largo de la curva.

Geodésicas

Existen varias maneras de definir las curvas geodésicas. La idea primigenia es, dada
una variedad Riemannia, de todas las curvas que unen dos puntos de la variedad, llama-
remos geodésica a aquella de menor longitud.

Esta definicién implica minimizar una funciéon que es la longitud de la curva entre
los puntos en cuestion:
dxH dxV
S ar
donde la incégnita, es justamente la curva x*(r). Ahora, esta formulacién exige co-
nocimientos de calculo variacional, que no supondremos que se tienen y por ende no
profundizaremos en el tema.

Definicion 7.5.3 — Geodésicas. Otra formulacion para la definicién de geodésica es
aquella curva cuya tangente se transporta paralelamente sobre ella.

La anterior definicién es una interpretacion que pretende generalizar el concepto de
recta, la cual en un espacio plano satisface esta definicién. Luego, con esta definicién, y
recordando la condicién que satisface un vector que se transporta paralelamente (Ec. 7.8),
si ahora el vector a ser transportado paralelamente es el propio tangente, tenemos que:

dxt
dt

entonces, la ecuacién diferencial para una curva geodésica sera:

W=

dx* | dx* _, dx¥ dx®

77:0 v :12...
|:dt]a dr +lyva dr dt > u y ey ey I
| S

d2iM
dr?
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que en formato simplificado se escribe como:

d*x* u o dx dx®

—_— —— =0 Yu=1,2, ... n.

dt2 + va dt dt 9 H = an
Elementos de Geometria Riemanniana

Con el objeto de concluir esta introduccién al andlisis tensorial vamos a estudiar
aspectos geométricos de las variedades Riemannianas. Tales aspectos seran los que
caractericen a las variedades y donde la curvatura tendrd un rol fundamental (déndole
estructura a dichas variedades).

Nuestra hipotesis central es una variedad en la cual estd definida una métrica
caracterizada por los elementos gyv. A partir de estos elementos, vamos a definir diferentes
cantidades tensoriales que caracterizan la variedad.

Tensor de curvatura de Riemann

Sin entrar en los detalles a partir de los cuales se obtiene, vamos a tomar como
definicién del tensor de curvatura de Riemann, al tensor cuyas coordenadas Rguv se
obtienen a partir de derivadas segundas de la métrica, de la siguiente manera:

Lo

Rguv 2 [gGV ~ﬁ"" B gol”'vﬂv + gﬁ[.L,O'V - gﬁV,G[J,] :
Una variedad se denomina plana si la curvatura de Riemann es nula, i.e.:
o« _
Rg,, = 0.
A partir de la bajada de indices podemos definir el tensor:
Ropuv = gOt)LR[)i“vv

el cual es un tensor de curvatura de Riemann completamente covariante, y como tal
satisface las siguientes identidades:

L. Roc[iuv = _Rﬁauv = _Roc[ivu = Ruvoc[iy
2. Ropuv +Ravpu +Rauvg =0 (que corresponde a la propiedad ciclica).

Tensor de Ricci

A partir del tensor de Riemann, se define el tensor de Ricci mediante la contraccion:

_ pH _
Roup =Rl 5 = Rpo.

Escalar de Ricci

Con el tensor de Ricci, se define el escalar de Ricci a través de:
R=g"Ryp.

Los pardmetros de curvatura mencionados en las Secciones 7.6.1, 7.6.2 y 7.6.3 son
de aplicacion en la Teoria General de la Relatividad de Einsten, a partir de la cual es
que se establece la curvatura del espacio—tiempo.
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

8.1 Energia cinética

8.1.1 Energia cinética de una particula

En cursos iniciales de mecénica clasica definimos la Energia cinética de una particula
de masa m como:
1
T = 3 mvz,
donde v es el escalar velocidad de la particula, asumiendo movimiento rectilineo.
Si la particula, en cambio, puede moverse en el espacio R3, la expresién de la energfa
cinética debe escribirse como:

1
_ =112
T=-m ’ ‘VH )
2
donde, ahora, debemos considerar la norma al cuadrado del vector velocidad, y no el
cuadrado del escalar velocidad como lo hicimos para el movimiento unidimensional.
Al tener definida la energia cinética a través de una norma, debemos tener en cuenta

que la norma de un vector es el producto del vector por si mismo, por lo que:

Lo que implica que la energia cinética es una forma bilineal que se aplica a un mismo
vector, la velocidad de la particula. Esto es, la energia cinética es una forma cuadratica.

Ahora bien, por ser una forma cuadratica, es una forma bilineal, y por lo tanto un
tensor dos veces covariante, ya que toma dos vectores (aunque sea el mismo, lo toma dos
veces) y le asigna un nimero real.

Si no asumimos que el producto interno es el candnico, podriamos tener un tensor
métrico g,y cuya representacién matricial no sea diagonal, por lo que podriamos escribir:
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1
T = Emguvv“vv.

Més atin, como escribimos el vector velocidad ¥ de manera invariante v © e, (sélo al
hacer esto podemos aplicar la forma bilineal del tensor métrico, pues esta se aplica sobre
componentes), la expresién de la energia cinética es valida para cualquier sistema de
coordenadas arbitraro, no necesariamente en la base candnica que produce velocidades
lineales.

Este abordaje es fundamental para trabajar con las denominadas coordenadas genera-
lizadas al representar a los sistemas dindmicos a partir de, e.g. ¢',¢%,¢°> en R3. En un
sistema de coordenadas generalizadas, la energia cinética se escribe, entonces, como:

1 .
T=§mguvq“qv-

se define a través de la relacién:

oT y
Pu = W = mguvq -

El momento generalizado (que en coordenadas cartesianas es la cantidad de movimiento)

Notemos que como la sumatoria es doble, g" aparece dos veces, y ademés como el tensor
métrico es simétrico no estd més el factor 1/21.

A partir de lo que hemos visto respecto a subida y bajada de indices podemos notar
que el momento generalizado es un vector covariante, es decir una 1-forma, ya que se
obtiene contrayendo el tensor métrico con el vector velocidad.

R Es particularmente curioso si pensamos en coordenadas cartesianas: el momento
lineal (cantidad de movimiento) se obtiene simplemente multiplicando la masa por la
velocidad. Ahora, desde una perspectiva tensorial, esta simple operacién transforma,
a un vector contravariante (la velocidad) a un vector covariante (el momento). Este
tipo de curiosidades son producidas al trabajar en espacios cartesianos, con las
bases canodnicas y con el producto interno canénico. En espacios definidos de manera
tan particular producen estas caracteristicas que no permiten ver la naturaleza
tensorial de las cantidades.

Energia cinética de un cuerpo rigido. Tensor de inercia

Calculemos la energia cinética de rotacién de un cuerpo rigido constituido por N
particulas y sea @ la velocidad angular del cuerpo. Como estamos en presencia de un
cuerpo rigido, todas las particulas que lo constituyen estan afectadas a esa velocidad
angular. Entonces, la energia cinética de rotacién de cada particula de masa my se calcula
como:

Lo
Tg:5mg<}’g><60‘}’g><a)>7

donde x indica el producto vectorial.
A partir de la definicién de producto vectorial, podemos escribir la siguiente identidad
respecto al producto mixto:

<7g X (T)|7g X (T)) = <((Y) X 75) X 6)’7@>,

LEn efecto, e.g. para R? tendriamos: T = %m [gl 146" + 8224 % + 8124 q'2+g21qqu]
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que a su vez puede escribirse como:
((IBIP7, — (BF) @) 7).

Entonces, la energia cinética para la particula ¢-ésima:

1 S22 e =) (=
T =5 m (|87, — (@F) ®) [Fr);
1 121 -
T = S me [||BIP[[F|* = (@[7)]
Y reemplazando, obtenemos:
_1 [T a B _u.v o B
T, = 2m£ Buv@™ W gapXp Xy — O W X7 Xy 8uagvp |

donde el subindice [ indica la particula y no tiene nada que ver con los indices para los
vectores o covectores. Entonces, para la particula ¢-ésima se puede escribir,

1
T, = Emé [8uvgaﬁx;,xx§ _x?xgﬁguagvﬂ} o' 0¥
1
= Emé [(guvgaﬁ _guocgvﬁ) x?’xﬂ o' @

Y sumando sobre todas las particulas que constituyen el cuerpo:
1 0oy
T = El'uv w” W ,

donde

N
Tuy = Z g (guvgaﬁ *guagvﬁ) x?xg.
(=1

Si el cuerpo rigido estd compuesto por una distribucién continua de materia sobre
el volumen 7, la sumatoria puede extenderse a una integral de la siguiente manera:
Y my— [[[, pdxdydz. Con lo cual, las coordenadas del tensor de energfa cinética se
pueden escribir como:

Iy = / / /V P (guv8ap — Suagvp) X*xP dxdydz.

Para el caso del producto interno candénico, en donde las coordenadas del tensor métrico
son 1 en la diagonal y 0 en el resto (i.e. gyv = Ouv), podemos escribir las coordenadas?
del tensor energia cinética (al que comunmente se lo denomina tensor de inercia), de la
siguiente manera:

Iyy = ///Vp [SNv(xz —i—y2 —i—zz) —x“xv] dxdydz,

donde hemos llamado a las coordenadas contravariantes del vector: x! =x, x> =y, x¥* =z

(no confundir la notacién con elevar al cuadrado). No obstante, dada la simetria produci-
da por lo diagonal de la métrica (recuerde que guy = Ouv), las coordenadas covariantes
del vector posicion coinciden con las coordenadas del punto; esto es, también se cumple

2Notemos que el tensor I es una forma bilineal, por lo que se lo aplica sobre dos vectores de una
base contravariante para encontrar sus coordenadas Iy. En dicha base, ®* y @Y son las coordenadas
del vector velocidad angular (asociadas a la métrica guv), luego la contraccién de indices entre estas
cantidades es lo que construye la cantidad invariante (en este caso, escalar) de la energfa cinética.
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que: X; =X, xp =y, X3 =2Z.

Repasando, la energia cinética de rotaciéon de un cuerpo rigido toma la siguiente forma:

1
T = Ellukuwv

donde ya sabemos calcular las cantidades I,y. A partir de esta expresiéon, podemos

obtener, finalmente, la expresion para el momento asociado a la velocidad angular,
llamado momento angular, a través de:

= o :Iuv (J)“.

8.2 Elasticidad. Tensor de deformacion

Sea i : R? — R3 el campo vectorial que asigna a cada punto de un medio continuo el
vector desplazamiento.

Sean P(x) y Q(y), dos puntos del medio en cuestién separados una distancia h en la
direccién 4.
Entonces, tenemos:

y:x+hz.

Ademés, ||PQ|| = h. Supongamos entonces, que P se desplaza a P'(x') = P'(x+1;) y
que Q se desplaza a Q'(y') = Q'(y + ii2).
Luego:

PO =y+in—(x+i@1) = X+hl+i—(x+ii))
= hl+iy—iiy.

Notemos que | = ii(x) y iy = ii(y), dado que son los vectores desplazamiento de x y
de y, respectivamente. O, lo que es lo mismo: i = i(x+h?).

Entonces: it; — it = ii(x+ hf) — i(x).
Desarrollando a primer orden en Taylor tenemos
ih—ily = #(x+hl)—i(x)
out
= ukx)+
( ) axv
dut
= o htVey,
donde el indice v indica la componente (no especificamos la base) de la derivada
direccional, mientras que el u, la componente de #. Calculemos ahora la norma de P'Q’:

1P| = (POIPe)
(hl+iiy — ity |h O+ ity — i)
B2 (0)0) + 2h{0| (it — iiy)) +
+ (= i1)| (i1 — i),

y a primer orden en ||(#: —i1)||, [|P'Q'||* = W2(0)0) + 2k (0| (i1, — i1)).
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Por otro lado, reemplazando el desarrollo de Taylor para i, — i, también obtenemos:

. . S Jut
PO|? = W 010)+2h{0|=—ht”
[|P'Q'|| (£16) + <|axv ey)

vale 1

ouM
— K2 2h{%eq|ZY

oxVv

JduM

= K <1 +20%¢" > (ea]eu>>

u
2 (1 L opegv U )

htVey)

9xv Sk

Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros:

7y o vau“
POl = hy[1+20%¢ axvga;u

y finalmente, si usamos el desarrollo de Taylor para la raiz cuadrada: v'1+x=~1+ 3,
podremos escribir:

~ dut
[[P'Q'||=h <1 +0%eY Ox¥ gau) .

Definimos, entonces, la deformacién del sélido como:

_ Pl l1Pol|
|PQ|
Entonces, reemplazando,
— - Jut
e ] Rt 1)
1PO|| h
Jut
= (% 3 S

Notemos que el ultimo factor, es la coordenada covariante del vector i, con lo cual
podemos reescribir la ecuacién como:

||PFQ,|| _ ||P_Q|| :éaﬁ"%
|PO|| ox
donde si llamamos:

dug

eav:Wa

define las coordenadas del tensor de deformacién, luego, la deformacion se calcula como:
D — eaveagv.

8.3 Desarrollo del potencial electrostatico. Tensor momento cuadrupolar

Si se conoce la distribucién de carga eléctrica en el espacio R?, el potencial eléctrico
se determinard con la integral:

— 1 p(?/) / / !
= dx dy'd
?(7) 4neo///RaH?—7'u > dy dz,
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donde la variables primadas indican la posicién de la distribucién de la carga, o punto
carga, las sin primar, la posicién donde se quiere calcular el campo, o punto campo.
Tenemos, ademés, ||[7—7|| = /|| —7||2, donde |[#—7||* = ||F||* — 2 (#|7) +||||>. Para
el cdlculo del potencial denominado exterior (donde |[7|| >> ||7||) podemos hacer un
desarrollo bajo esta simplificacién.
Antes de hacer el desarrollo, consideremos:

17112 = 2. FF) + 171 = 11711 [1—2 TEE

Entonces,

F=7 7 G)
=71~ Tl i o0

A partir de la desigualdad de Cauchy—Schwarz (ver Seccién 6.1.2), tenemos que
|(F|7)] <||7||7']|, entonces, podemos definir una cantidad menor que 1 (que puede ser el
coseno de un dngulo),

(F[7")
S = c0s((),
7711
y si llamamos t = W"" podemos desarrollar la funcion:
1 1 1 1

—_ = N — cos 1 cos?(¢) —1] 7
T e = e o117},

reemplazando, obtenemos:

L A7 < ) ) 712
—— ~ — <+ —— + 3 — —1 — .
=7 HrH{ GHERGE I G
Simplificando
1 1 == 1 ==\ 2 =2
e (]
=1~ e 2 B T
L1
~ L L e )
w1 e s C )

Escribamos los siguientes términos en funcién de las coordenadas del tensor métrico
8uv:

==/ V O! /

<’"””> —guagvﬁx“x B

IFIPI71P = gpvgapax'ax®.

1
[[F=7]

Con estas expresiones, podemos escribir la aproximacién | como:

1 1 1 1
- n. v - u
— Sz 8uvX X+ = 8ual Suv8oap | X X X
EETE] Hrl!3 Y 2HrH5[ uaSup = Suv8ap)

vy /ﬁ
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Finalmente, si multiplicamos por ﬁp(?’ ) e integramos en todo R3, obtenemos la
aproximacion del potencial electrostatico:

1 [Q 1 1
N —— | =0+ o Pt + 555 O XXV
4meo L|[7] (7P H Y

o0 2[JP

donde
0= / / / . p(#)dx' dy'd7  representa la carga total,
R

P = / / / , p () guvx"Vdx'dy'd?  representa el momento dipolar,
R

Ouv = ///R* p(7) [38ya8v[3 _guvgaﬁ] K0P dx'dy' dZ,

las cantidades Qv son las coordenadas del denominado tensor momento cuadrupolar o
simplemente cuadrupolo.
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Bibliografia recomendada para el capitulo: [A78; F71; L73; R73; S07].

9.1 Introduccidon. Definiciones

En diversos problemas nos encontramos con representaciones matriciales. Sistemas
de ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y problemas de
optimizacién son algunos ejemplos. Podemos notar que para los casos en los cuales las
matrices asociadas son cuadradas, es factible una representacién diagonal de las mismas,
esto es, que las matrices involucradas sean de la formas:

d 0 0 0
0 d 0 0
A=|0 O 01, (9.1)
: : : 0
o 0 0 - d,

lo que, como veremos a continuacién, puede simplificar muchisimo la resoluciéon de
problemas.

En particular, un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias, como e.g.:

dx +b
— = aix

dt 1 1Y,
dy

“ro b
dt arx+ 2Y,

resulta simple de resolver si estd en una forma diagonal (en otras palabras, si la matriz
asociada al sistema es diagonal), ya que:

d
d—j = dix — x(t):xoed"

dy

— = N t) = edzt
5 2y ¥(1) =0

.< (R
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son dos ecuaciones completamente desacopladas cuya resolucién es elemental. Otro
problema puede ser el de exponenciar una matriz, e.g. sea A de la Ex. 9.1, encontrar A100,
Al ser diagonal, no es necesario efectuar 99 productos de matrices, sino simplemente
elevar a la 100 cada una de sus entradas no nulas:

% o0 o0 0
0 4% o0 0
A—1 0 0 0 |, (9.2)
: : : . 0
0 o 0 - Jlo

n

lo que facilita enormemente cualquier algoritmo computacional que involucre este tipo
de operaciones.

En este capitulo, entonces, nos dedicaremos a estudiar técnicas a partir de las cuales
podamos determinar la posibilidad de expresar las matrices cuadradas de manera diago-
nal, 4, en su defecto, escribir estas matrices lo mas diagonal posible.

Definicion 9.1.1 — Autovalores y autovectores. Sea V un espacio vectorial de dimensién
finita sobre un cuerpo K. Consideremos un operador lineal, es decir, una transformacién
lineal T : V — V. Un autovalor de T es un nimero A € K, tal que existe un vector
no nulo de V, e.g. ¥, que satisface:

T(V) =A@

Ademas, al vector V que satisface la ecuacién anterior se lo denomina autovector.

R) A partir de la definicién, podemos hacer las siguientes observaciones: un autovalor
puede ser nulo; un autovector es no nulo; no necesariamente un autovalor posee un
unico autovector asociado.

Definicién 9.1.2 — Espacio propio. La coleccién de todos los autovectores asociados
a un mismo autovalor A forman un subespacio de V que se llama espacio propio
asociado al autovalor A.

En efecto, dado un autovalor A, podemos notar que si ii y ¥ son autovectores asociados
a A, entonces, el vector w=c® i+ V es también un autovector asociado a A, veamos:

TW) =T(cOid?)=cOT@)BTF) =cAOIGAOT=10(cOIGT)=AOW.

A partir de estas definiciones, podemos probar el siguiente resultado:

Teorema 9.1.1 Sea T un operador lineal sobre un espacio V de dimension finita n, y
sea A un escalar del cuerpo K, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un autovalor de T;

2. el operador T — Al; es singular;

3. si T es la matriz asociada a T respecto a una determinada base, entonces:

det(T—AIq) =0
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con Iq la matriz identidad de dimensién n x n.

Este teorema es fundamental porque establece la metodologia de trabajo con relacién
al estudio de autovalores y autovectores.

) Un aspecto a resaltar es el siguiente: la primera y la segunda afirmacién del teorema
se refieren a T como operador, mientras que la tercera trabaja con su representacion,
en este caso la matriz asociada.

Para demostrar el Teorema 9.1.1, basta con demostrar que de 1) —2),de 2) —3) y
que de 3) — 1). Comencemos:

= 1) = 2). Si A es un autovalor, existe un autovector no nulo, ¥, tal que T(¥) =1 ©V.
Dado que tenemos en el espacio de operadores lineales, operaciones suma y producto,
podemos escribir como operador:

(T —A1;)(¥)=0 al operador nulo. (9.3)

Esto implica que el operador (T —A1l;) admite un vector no nulo en su nicleo,
entonces, no puede ser biyectivo. Por lo tanto, por definicién, es singular.

» 2) — 3). Dada una base para el espacio V, Z = {ej,e,,..., ey}, al escribir el operador
(T — A1), este tendrd como matriz asociada a [(T —Al;)],. Dado que el operador
es singular, tendremos un vector no nulo v en el niicleo de T. Si V= v* ©® e, podemos
escribir la representaciéon matricial como:

1 0
V2 0

(T—Al1)p Ak (9-4)
V't 0

Entonces, por la teoria de sistema de ecuaciones lineales, si un sistema homogéneo
admite otra solucién que no sea la trivial, el sistema no puede tener solucién tunica,
por lo tanto, det (T —A14) =0.

= 3) = 1). Si det(T —AIq) =0, entonces existe un vector columna no nulo V=" ©ey
que es solucién del sistema lineal dado por la Ec. 9.4. Ahora bien, considerando la
matriz (T —AI4), como la matriz de una transformacién lineal, tenemos que para
este vector v, se cumple la Ec. 9.3, o lo que es lo mismo:

TV)=A0V,
lo que implica que A es un autovalor.
Esto concluye la demostracién del Teorema 9.1.1.

El teorema establece la siguiente metodologia de analisis, para el estudio de autova-
lores y autovectores:
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1. Dada la matriz de un operador lineal, con el inciso 3) del Teorema 9.1.1 calculamos
los autovectores resolviendo la ecuacién algebraica:

det (T —ATg) = 0.

Notemos que al calcular el determinante, lo que se obtiene es una ecuacién en A,
p(A) =det(T—AI4) =0. (9.5)

Esta ecuacién se denomina ecuacién caracteristica, y al polinomio p(4), polinomio
caracteristico. Queda claro que para una matriz n X n, la ecuacién caracteristica
serd una ecuacion de grado n.

2. Una vez obtenidos los autovalores, los autovectores seran los elementos de:

Nu(T — A1), ie.los v tal que (T — A1) (V) =0,

o en otras palabras, los espacios propios los obtendremos a partir de los generadores
(autovectores) extraidos de la ecuacién anterior. Estos generadores del nicleo
estardan dados en coordenadas.

m Ejemplo 9.1 — Ejercicio tomado del [S07]. Consideremos la matriz:

4 2
3 3|
La ecuacioén caracteristica es:

wlft 34 9o

det<[4_’I 2 D — (4—A)B=A)—6=A2—TA+6=0.

operando,

3 3—-14

Las soluciones a la ecuacién caracteristica son: A; =1 y A, = 6. Para obtener las coorde-
nadas de los autovectores, hacemos, para el primero de los autovalores, i.e. A = 1:

e B B R

donde los subindices para las coordenadas del autovector indican el autovalor asociado.
La solucién (que obviamente no es tinica) para este primer caso es:
34212 =0 — 2 3
Vi V] = Vi = 2V1.
Entonces, si {e},e;} es la base del espacio con la que se construy6 la matriz del operador,
el subespacio propio asociado al autovalor A; es:

—a
S, ={er @_5 ®ey} o, equivalentemente, S; ={20e;®-30e}.

Analogamente, para el autovalor A, = 6 tenemos:

] |
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cuya solucién es vé = v%, lo que implica que el espacio propio asociado al autovalor A, = 6,

es:
S;Lz = {e1 @ez}.

R ) Podemos afirmar que el espacio V es de dimensién 2, pero no sabemos absolutamente
nada de la naturaleza de los objetos que constituyen el espacio. Nada indica que
el espacio es R%. Sélo podemos escribir los autovectores en funcién de la base
hipotética que di6 lugar a la matriz.

Podemos notar (y se deja como ejercicio) que los vectores 20 e; & —30ey y e dey
son linealmente independientes. Por lo que en este caso, los autovectores constituyen
una base para el espacio V. Si deseamos obtener la matriz del operador en la base
#' = {e€|,e,} (i.e. en la base de autovectores) donde €] =20 e; & -30e, y €, =e; D ey,
tendremos que tener en cuenta que,

€, = Ajey, donde A= [_23 ﬂ ,

con A la matriz cuyas entradas son las coordenadas de los autovectores en la base %
dispuestas por columnas. Luego, la matriz inversa de A sera:

Aflzz[é '}é].

Con estas matrices, la matriz asociada a la transformacién lineal en esta nueva base se
obtiene como:

Ty =A"TyA,
~4 22 1
23 3] [-3 1)’

fro] a0
re=lo o -[0 2

reemplazando,

Ty = [

|| —

cuyo resultado es:

Si expresamos la matriz de la transformacion en una base de autovectores, el resultado es
una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal son los autovalores. Esto no siempre
es posible, pero cuando se puede realizar se dice que el operador es diagonalizable.

El ejemplo estudiado es claramente particular, pero contiene un aspecto general de
los autovectores: la independencia lineal. Ahora veremos un resultado general.

Teorema 9.1.2 — Independencia Lineal. Sea T un operador lineal sobre un espacio V
de dimensién finita. Autovectores asociados a distintos autovalores son linealmente
independientes.

Vamos a demostrar este teorema por el principio de Induccién.

Sean V| y % dos vectores asociados a diferentes autovalores A; y A,. Consideremos la
combinacién lineal que de el vector nulo:

AoV BB O =0.
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Aplicando la transformacién lineal T, tenemos:
aOT)BBOT () =ad OF &Pl ¥ =0.

Si la combinacién original es multiplicada por —e.g. A,— y restamos ambas ecuaciones,
tendremos:

(A2 —A) oo =0,

como el vector V| es no nulo, y los autovalores también, nos queda que a debe ser cero,
lo que implicard que B también deba serlo. En otras palabras, los vectores V| y ¥, son
linealmente independientes.

Si ahora suponemos que Vi,V; ...,V —autovectores asociados a distintos autovalores—
son linealmente independientes, veamos qué ocurre con Vi, Vs, ..., Vi, V1. Consideremos
la combinacién lineal:

k1 .
Koy, =
Za ©vy =0.

p=1

Aplicando la transformacién T y sabiendo que T'(Vy) = Ay ©Vy, tendremos que:

k+1

u 2 0
Z ol Ay ©v, = 0.
pu=l1

Si a la combinacién original la multiplicamos por Ag,; y restamos, obtenemos:

k
Z ot (Ay — Ay1) ©Vy =0, notemos que el dltimo término se cancela.
p=1

Ademads, por hipétesis inductiva, los k vectores Vi, V,,...,V son LI, por lo que tenemos
que los of,a?, ..., aF deben ser cero. Pero si todos estos coeficientes deben ser cero,
implica que oft! también deba serlo. Por lo que Vu,u=1,...,k+1 son linealmente
independientes.

Este Teorema, da lugar a la siguiente definicion:

Definicion 9.1.3 — Diagonalizacién. Sea T un operador lineal sobre un espacio V
de dimension finita. Se dice que T es diagonalizable si existe una base de V de
autovectores.

Mas aun, la matriz asociada al operador T en esta base de autovectores es diagonal,
cuyos elementos de la diagonal son los autovalores (tal y como ya fue mencionado).

R) Sabemos que una matriz asociada a una transformacién lineal es obtenida a partir
de la aplicacién de la transformacién a los elementos de la base del espacio. Quiere
decir que, en cierto sentido, la matriz no es un ente absoluto de la transformacién
lineal, sino que depende de la base.

Rr) Vamos a ver ahora, con el siguiente resultado, que los autovalores son instrinsecos
al operador lineal y que no dependen de la base elegida para el espacio vectorial.
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Teorema 9.1.3 Las matrices semejantes poseen los mismos autovalores.

Para demostrarlo, consideremos un operador lineal para el cual en una determinada
base su matriz asociada posee un autovalor A. Esto significa que si la matriz del operador
es A, tendremos que det(A —A1I3) =0. Por otro lado, s B es una matriz semejante a A,
tendremos:

B=ATAA,

donde A es la matriz de cambio de base (cuyas columnas se corresponden con las
coordenadas de los autovectores) que ya introdujimos en la Seccién 3.1.2. Calculemos
entonces, det(B — A 1Iq). Tenemos:

det(B—Alg) = det(A""AA— A1) = det(A"'AA—AATIA).
Tomando factor comin, A~! a izquierda, y A a derecha, tenemos:

det(B—A1q) = det[A™' (A — AIq)A].

Entonces, det(A —A1Iq) =0 implica que det(B—AI4q) =0. Luego, A es también auto-
valor de B.

R Si dos matrices son semejantes, es porque representan al mismo operador
lineal, s6lo que las matrices asociadas estan escritas en bases diferentes.

El polinomio caracteristico

La ecuacién caracteristica (Eq. 9.5) es una ecuacién algebraica (polinémica) del tipo
p(A) = 0. El Teorema Fundamental del Algebra garantiza que la ecuacion posee n raices,
las cuales pueden estar repetidas.

En el caso de que todas las raices sean distintas, podemos garantizar que el operador
es diagonalizable, puesto que al tener n autovalores distintos, tendra n autovectores
distintos. Luego, como autovectores asociados a distintos autovalores son linealmente
independientes, estos constituirdn una base del espacio, y la matriz asociada en esa base
sera diagonal, con los autovalores en la diagonal. Este es el caso del Ejemplo 9.1, que ya
fue analizado.

Multiplicidad de las raices

En el caso que no todos los autovalores sean distintos, habra autovalores con multi-
plicidad mayor a uno. En general, el polinomio caracteristico podra escribirse como:

PA)=A=A)T A =1)2 A —=13)B . (A= L)%,

donde, claramente,
di+dy+---+dy=n.

Cada dj es denominada multiplicidad algebraica.
Como vimos, dos autovectores asociados a distintos autovalores son linealmente

independientes. Este teorema no prohibe la independencia lineal entre vectores asociados
a un mismo autovalor.
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Definicién 9.2.1 — Multiplicidad geométrica. La dimension del subespacio asociado a
un determinado autovalor es denominada multiplicidad geométrica.

Si la multiplicidad geométrica coincide con la multiplicidad algebraica, el operador serd
diagonalizable. De otro modo, no lo sera.

Operador Adjunto

Aplicando lo que hemos visto para operadores lineales en un espacio euclideo, vamos
a definir un operador llamado adjunto, y lo haremos a partir del siguiente teorema que
garantiza su existencia y unicidad.

Teorema 9.3.1 Sea T un operador lineal en un espacio producto interno de dimensién
finita, V. Existe un dnico operador lineal T* sobre V, que denominaremos adjunto, tal
que:

(T (V)] = (VT (d)).

Demostracion. Como vimos, el producto interno es una forma bilineal, pero si
dejamos un vector fijo, define una 1-forma. Entonces, dado un vector v, podemos
afirmar que f:V — R tal que para algin i € V la aplicaciéon ¥ — (T (V)|id) define una
1-forma. Consideremos para V una base ortonormal, es decir, Z = {ey,ez,...,e,} donde
(euley) = 8y, lo que implica que las coordenadas del tensor métrico son guy = dyv.
Calculemos (T (V)|i),

(T@)]id) = (T vVeulut ey) = TS ut gy = Tov uy.

Debido a que la base es ortonormal, las coordenadas covariantes y contravariantes de los
vectores i y V coinciden, por lo que podemos escribir:

(T@E)|d) = Thvyut = vy THu* =V T ut gy,

Si llamamos T* = T', tendremos que [T*]); = TH. Con esta definicién, T¢ u* es un producto
de matrices, con lo que podemos escribir:

(TWd) = v} [T ][ ut gay = V* [T ] (ealey) = (VT (i),
llegando a que:
(T(V)]i) = (VT (i),

lo que indica no sélo que existe el operador T*, sino que la matriz asociada es la matriz
transpuesta a la matriz de T. En el caso més general, para espacios vectoriales sobre los
complejos, (Vi) =v*at g, u> lo que llevarfa en un analisis completamente andlogo, a la
existencia del operador adjunto, cuya matriz asociada estd dada por:

T =T,

donde la barra indica conjugacion compleja.

Matrices hermiticas. Matrices simétricas

Ahora consideraremos un caso particular de operadores adjuntos, los operadores
hermiticos.
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Definicién 9.3.1 — Operador Hermitico. Vamos a definir como operador hermitico a
todo operador que satisface
T =T.

Rr) Podemos notar que para el caso de espacios reales, los operadores hermiticos son
simétricos. O en términos matriciales,

T =T.

Para matrices hermiticas, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 9.3.2 — Autovalores de operadores hermiticos. Los operadores hermiticos
tienen autovalores reales.

En efecto, consideremos el autovalor A y su autovector v:

(TE) = (IT* (7)) = (IT (7)) — (A}9) = (V|4 ¥) luego A (¥[3) = A (3]¥).

Consecuentemente, A = A, lo que implica que A € R.

Otro resultado importante lo aporta el siguiente teorema:

Teorema 9.3.3 — Ortogonalidad. Los autovectores de operadores hermiticos asociados
a distintos autovalores son ortogonales.

En efecto, sean Vv y i autovectores asociados a los autovalores A y &, respectivamente.
Calculemos,

(T(W)]i) = FIT" () = (VT (@) = (A ¥]id) = (VI i),

luego:

A Vi) = & (Vi) = & (V[i) — (A — &) (¥]u) =0,

y como los autovalores son distintos, tenemos que V y ii deben ser ortogonales.

Finalmente, podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 9.3.4 — Diagonalizacién. Los operadores hermiticos son diagonalizables. En
términos de matrices reales, tenemos que toda matriz simétrica es diagonalizable®.

%La demostracién de este teorema tiene una complejidad estrictamente técnica, y la dejamos para
que sea leida en los textos de la bibliografia recomendada.

Notemos que una matriz simétrica no necesariamente posee todos los autovalores
distintos, lo que significa que lo que hay que demostrar es que la multiplicidad
geométrica para cada autovalor coincide con la algebraica.

Aspecto metodolégico para la diagonalizacion de un operador simétrico.

Con la garantia de que a partir de una matriz simétrica puedo obtener una base de
autovectores, si nos encontramos con n autovalores distintos, la propia obtencién de los
n autovectores nos proveeran de una base en la cual el operador es diagonal.

En cambio, si tenemos raices miiltiples para el polinomio caracteristico, podremos
operar de la siguiente manera:
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= obtener los autovalores;

= para cada autovalor obtener una base para el espacio propio asociado;

= en el caso de que la dimensién del espacio sea mayor o igual a 2, deberemos hallar
una base ortogonal a partir del proceso, e.g., de Gram—Schmidt.

9.4 Operadores unitarios

Un ejemplo final de operador.

Definicion 9.4.1 — Operador unitario. Un operador se dice unitario si preserva el
producto interno, esto es,

(T(@)]|T(V)) = ().

A partir de esta definicién, podemos afirmar:

Teorema 9.4.1 — Inverso. Un operador unitario tiene por inverso, su adjunto.

En efecto, por ser T unitario, tenemos:
(T@)|T(¥)) = @),

ahora, por definicién de adjunto,

(T (&)|T (7))

Con lo que obtenemos que su adjunto, es el inverso de T.

I
—
=

ﬂ

*
—~~
~
—
<l
~—
SN—
~

I
—
=i

=l
~

) Para el caso de operadores sobre espacios euclideos en los reales, tendremos que el
inverso de un operador adjunto es su transpuesto.

» Ejemplo 9.2 — Rotacién en R?>. Consideremos una rotacién de angulo 6:
T(e,) = cos(6)e,+sin(0)ey,
T(e,) = —sin(0)e,+cos(0)e,.

La matriz asociada serd, entonces,

w50 i)

Notemos que al calcular la inversa obtenemos:

1 _ |cos(@) —sin(0)] .,
Ry' = [sin(@) cos(0) ] =Ro=Ri-0),

que no solo coincide con la transpuesta, sino que también indica que una rotacién de
angulo —0 es la operacién inversa a rotar 6. "

Este resultado es particularmente 1til para cambio de coordenadas ortogonales.

Dado un espacio vectorial V de dimensién finita para el que contamos con una base
ortogonal. Si la matriz de un operador lineal en esta base es T, entonces al realizar un
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cambio de coordenadas ortogonales cuya matriz es Q, la matriz asociada en la nueva
base sera:

T =Q'TQ.
Matrices relacionadas a través de esta relacién se las denomina ortogonalmente semejan-
tes.
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10.1 Forma candnica de Jordan

Hemos visto en el capitulo anterior que cuando la multiplicidad geométrica, esto es,
la dimensién del espacio propio asociado al autovalor A; coincide con la multiplicidad
algebraica —la multiplicidad de la raiz del polinomio caracteristico—, la matriz es diago-
nalizable (Seccién 9.2.1). Si estos niimeros no coinciden, es porque la multiplicidad
geométrica es menor a la multiplicidad algebraica.

Veamos qué se puede hacer en estos casos para expresar al operador (en su represen-
tacién matricial) en una forma candénica que, por supuesto, ya no serd diagonal.

10.1.1 Matriz de bloque de Jordan
Para un escalar dado, A4, se define la matriz de bloques de Jordan, Bk(A), a la matriz:

A 1.0 -+ 0 0]
0 A1 - 00
Bu(A)=|: & ¢ Do = AN
000 - A 1
0 0 0 0 2]
donde:
0 1 0 0 0]
00 1 00
Ne=1: & Do
000 - 01
000 -~ 0 0]

Podemos notar que (Ng)* =0 (i.e. la k-veces aplicacién sucesiva de Ny da como
resultado el valor nulo) y se denomina nilpotente.

Rr) En general, toda matriz triangular con ceros en la diagonal es nilpotente.
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Matriz de Jordan
Una matriz de Jordan, estd compuesta por matrices de bloque de Jordan de la forma:
Bi (A1) 0 0
0 Bx(A) - 0
J= : : :
0 0 o Be(Ay)
p) Una matriz diagonal es una matriz de Jordan. En efecto, estd compuesta por
matrices de bloques de Jordan de 1 x 1.
m Ejemplo 10.1 Sea, por ejemplo:
310 3 11 0
A=10 3 0[=1]1]0 3| O
00 7 0o 0 7
Es decir, A estd compuesta por dos matrices de bloque de Jordan, la primera de 2 x 2, y
la segunda de 1 x 1. "
m Ejemplo 10.2 Otro ejemplo, sea la siguiente matriz:
2 1 0 0 0 0 O] 12 1 i
02 0000O0O0 [O 2} 0 0 0
003 00O0TO 0 3] 0 0
000 310 0= 31
000O030O0 0 0 [0 3 0
00 0O0O0 41 4 1
_0000004__0 0 0 [04]_
Este ejemplo es interesante porque la aparicién de los 3 en la diagonal podria haber
generado una confusiéon con respecto al bloque de Jordan. "
Un caso similar para n = 3 seria el que damos en el siguiente ejemplo.
300 3] 0
m Ejemplo 10.3 Sea: ([0 3 1| = 0 3 1(],
0 0 3 0 3
donde notese que la matriz esta compuesta por dos bloques de Jordan. n
Relacién entre la multiplicidad geométrica y los bloques

Por cada autovalor, la cantidad de bloques de Jordan indicara la multiplicidad
geométrica que el mismo tenga. En el caso del Ejemplo 10.3, la matriz posee un tnico
autovalor, el 3, el cual posee una multiplicidad geométrica igual a 2, dando como resultado
la matriz presentada.

Cuando tenemos una matriz diagonalizable, lo que procuramos son los autovectores
que son base del espacio y posibilitan que la matriz del operador en esa base sea diagonal.
Eso era posible porque las multiplicidades geométricas y algebraicas para cada autovalor
coincidian.

En el caso general, el concepto de diagonalizacion se extiende a través del siguiente
resultado
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Teorema 10.1.1 Sea A una matriz cuadrada. Entonces siempre existe una matriz A tal
que:
A TAA=],

donde J es una matriz de Jordan.

Lo que afirma este teorema es que siempre existe una base en la cual la representacién
de un operador lineal sea una matriz de Jordan.

El problema consiste entonces en determinar esa base. Consideremos el aspecto
metodolégico para llevar una matriz a la forma de Jordan.

Procediento para la obtenciéon del bloque de Jordan de una matriz 2 x 2

Sea A una matriz 2 X 2 cuyo tnico autovalor es A con multiplicidad algebraica igual
2, pero que el subespacio asociado a A tenga sélo dimensién 1. Sea V¥ un autovector
asociado a A. Consideremos, entonces, un vector v, definido a través de la relacién:

(A—AD)7P, = 7).

Debemos demostrar que:
1. V, existe,
2. ¥, y V1 son linealmente independientes,
3. la matriz asociada en la base 4 = {V|,,}, es una matriz de Jordan.

1. Para demostrar la existencia de v, tomemos un vector i que no sea autovector de
A. Sea w definido a través de w = (A — A @)i. Notemos entonces que w no es nulo, ya que
i no es un autovector. Calculemos (A —AI)w:

(A-ADW=(A—AD(A—AT)i = (A—AI)%.

Ahora bien, el polinomio caracteristico asociado a A serd entonces:

El Teorema de Cayley—Hamilton establece que el polinomio caracteristico evaluado en el
operador debe dar como resultado el operador nulo, luego:

con lo que demostramos que (A—AI)w =0 o lo que es lo mismo que w es un auto-
vector. Entonces, si w es un autovector, podemos definir un vector # que cumpla con
w = (A —AI)i, lo que prueba la primera parte de la demostracién, si asociamos w — v
y U— .
2. Para la segunda parte, supongamos:
OV By OV =0.

Apliquemos el operador (A — A1),

(A= AX)(c; O By ®¥) =0,

entonces,
cOA=ADV @ (A=A, =0.
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Como ¥ es un autovector, (A — A1)V} =0 y ademés, (A —AI)¥, =¥, entonces,
(A=AD)(c| OF By @) =c; ©0@ e O =0,

con lo que ¢; =0 y entonces, fuerza a que ¢; = 0. En otras palabras, los vectores son
linealmente independientes.

3. Finalmente, obtengamos la matriz del operador, pero en la base 4 = {V|,¥,}. Dado
que AV; = A ®V, al escribir la matriz asociada en la base elegida tendremos que la

primera columna sera [ ] Por otro lado, a partir de la expresion que establece que

0
v, se obtiene de: (A — AI)¥, =V, tenemos que Av, =V A OV, con lo que la segunda

. |1 . . ,
columna sera b por lo que la matriz asociada en esta base sera:

Al

esto es, la forma de Jordan.

Esquema general de construccién de bloques de Jordan

Para el caso general, n X n, nos ocuparemos de la construccién de la forma de Jordan,
pero a través de los bloques. Es decir, consideremos una matriz A cuyo polinomio
caracteristico admite una factorizacion:

PA) = (A=) (A=) (A —A3)% ... (A —A,)%.

Vamos a trabajar por separado con los autovalores.

Empecemos, por ejemplo, por el A;. Si la multiplicidad geométrica coincide con la
algebraica, el primer bloque simplemente es una matriz diagonal, con elementos A; en la
misma. Para este caso, al encontrar el subespacio asociado a A; obtendremos la base y
en esta base la matriz sera diagonal.

Supongamos que la multiplicidad geométrica (s;) es menor que la algebraica (d;), i.e.
sea A1 tal que s; < d;. La multiplicidad algebraica serd un ntiimero mayor o igual que 2,
caso contrario, el bloque de Jordan serd una matriz 1 x 1 con el autovalor en la diagonal
(donde habra un solo autovector asociado). Si dj =2 y la multiplicidad geométrica es 1,
construimos el bloque de Jordan a partir del procedimiento ya visto (Seccién 10.1.3).

En el caso en que d; = 3 los posibles valores para la multiplicidad geométrica seran 1
6 2, ya que si coinciden la matriz de bloques de Jordan estard compuesta por 3 bloques
de 1 x 1. Los casos de interés seran entonces, cuando la multiplicidad geométrica de A;
sea 16 2.

Caso de multiplicidad geométrica 1. Para este caso, tendremos un solo autovec-
tor asociado a Ay, con lo cual, debemos construir dos vectores adicionales para formar

una base del subespacio asociado con dimensién 3 (que es la multiplicidad algebraica).
—(A . .
Sea vg ‘), el tinico autovector asociado a A;. Con este vector, construyamos dos

(M) ‘73(11)

vectores auxiliares vy '’ y de la forma:

A-A DI =74y (A - 1)) =5,
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Ejercicio 10.1 Se deja como ejercicio demostrar que los tres vectores son linealmente
independientes. "

Entonces, para este subespacio, el bloque de Jordan sera:

Mo10
B,=|0 A I
0 0 A

Caso de multiplicidad geométrica 2. En este caso, tendremos dos vectores
linealmente independientes y necesitamos construir un vector adicional, linealmente
independiente, para construir una base que esté asociada a este autovalor y que permita

(M)

construir una matriz de bloques de Jordan para este autovalor. Consideremos V™"’ y

(A . . , .,
vg D los dos vectores base del subespacio asociado a A;. Aqui, la extensién a un tercer

vector admite dos posibilidades:
= Dejar 1‘/’5}”) y construir el AU partir de (A —A; I)\73(7”) = 17'9‘). La independencia
lineal se prueba de la misma manera que hicimos para el caso 2x2. De esta manera,
la matriz de bloque de Jordan asociada a A; queda:

M0 0
B,=[0 A 1
0 0 A

= El otro caso posible serfa construir el 3% con el \7’%1 de la forma (A — A, )™

—(A . 2 . (A1) - (A
vg ‘), pero esta eleccién nos obliga a reordenar los vectores en la forma: vg 1),\/3 (1) , vg )

y la matriz de bloques toma la forma:

M10
B,=[0 A4 0
0 0 A

Este es el mecanismo a partir del cual obtenemos las matrices de bloques de Jordan.
Debemos tener en cuenta las multiplicidades geométricas y algebraicas para extender las
bases de manera tal de tener un niimero de vectores base coincidentes con la multiplicidad
algebraica.

Una vez culminado el procedimiento para el autovalor A; pasamos al autovalor A,.

Algoritmo general

Consideremos un autovalor con multiplicidad algebraica d, con d > 3. La multipli-
cidad geométrica que nos interesara sera 1, 2, 3 hasta d — 1, ya que si coincide con la
multiplicidad algebraica, carece de interés, dado que estamos en el caso de bloque diagonal.

Multiplicidad 1. En este caso, tenemos que construir, a partir de un solo vector,
vectores que completen una base cuya cantidad de elementos coincida con la multipli-
cidad algebraica. Entonces, tendremos un solo autovector con el que comenzamos el
procedimiento:
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(A—=AL)v, = V1 — obtenemos el ¥
(A—AT)v; = ¥y — obtenemos el 3
(A—AI)v; = V41 — obtenemos el vy.

El procedimiento concluye cuando construimos d — 1 vectores adicionales y completa-
mos una base de d vectores.

En este caso, el bloque queda:

A 10 0 0
0 A1 0 0
By=1: + t o1
0 00 -+ A 1
0 0 0 --- 0 A

Multiplicidad 2. Para este caso, exiten multiples posibilidades. En todas las posi-
bilidades tendremos dos bloques de Jordan, pero pueden tener diferentes tamafnos. Uno,
por ejemplo, es considerar un bloque de tamano 1 para el primer autovector, y construir
con el algoritmo presentado los vectores restantes, de esta manera, tendremos una matriz
de bloques:

A 00 -~ 00
0 A 1 0 0
B, = : oo Lo :
0 00 --- A 1
0 0 0 -~ 0 Aj

Otra posibilidad es con el primer autovector construir otro vector a partir del
procedimiento y con el otro autovector construimos los restantes. De esta manera, la
matriz de bloques tendrd la formas:

A 10 0 0
0 4 1 0 0
By= | © t oo
0 00 -~ 420
00 0 .-~ 0 A

De esta manera, siempre habrd dos bloques, pero en funciéon de como se extienda la
base tendremos diferentes tamanos para los mismos.

En resumen, la cantidad de bloques coincidird con la multiplicidad algebraica del
autovalor.
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