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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Matemiticas Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de la forma

Avanzadas

. 2016 dx
cuaciones _ b4
Diferenciales E — A(t) X + F(t)
Clase 5
Octavio donde A(t) € R™"[t] y F(t) € R"[t]. o, en términos
o matriciales
dirl aji(t)  app(t) - ain(t) x1(t) fi(t)
=2 a1(t)  axn(t) - am(t) | [ xf(t) f(t)
= : . +1 .
da (0 an® o a®) \m®))  \f()

dt

Por el Teorema de Picard, si A(t) tiene componentes
continuas habra solucién. [Por qué?

Si
fi(t) 0
f2(t) 0
f,,tt) 0

Decimos que el sistema lineal es homogéneo



Existencia de soluciéon para el caso homogéneo

Matematicas

s Dado el sistema homogéneo
Ecuaciones
s % an(t) aw(t) - aw(t)\ [a(t)
O’\;'_tlavi_o % . a2l(t) 322(t) te a2n(t) Xz(t)
da):;n anl(t) an2(t) o ann(t.) Xn(t)

Definiendo el operador lineal

el nidcleo

tiene dimensién n.



Observaciones

Matematicas
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_ 2016 Sea A(t) € R™"[t]. Dado el operador
Diferencales )
Clase 5
ctavio L = A t
cl)\/IJitloni dt ( )

o Este operador esta definido en R"[t]
o Si A(t) estd compuesta por n x n funciones continuas,
exite una dnica solucién al PVI asociado

%z — A(t)X =0, X(to) = Xo

en un entorno de ty (Teorema de Picard)

o Aplica a [componentes , [ilsNeleYoJ(sSIETGER
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Dimensidon del Nucleo

Consideremos n vectores e, e, ..., e,, base candnica de R".
En esta base, cualquier vector de R"[t] podrd escribirse (en

Vi

v 3 5
componentes) 7= | . | En general, si tomamos n vectores v,

ve1(t)

veo(t)
£=1,2,...,ntendremos v,n=| . | Ahora supongamos que
_ ven(®)
los v, satisfacen el PVI
do e G o
e (t)vp =0, Vo(to) = eg

Aprovechando esta imposicién, si X(t) es solucién del PVI,
tendremos que

n n
Z(t) = > Aeg = X ¥(to)
=1 =1

Entonces, tendremos

(1) =3 A 7(t) y lineal independientes! (d rar)
=1



Trabajando en Coordenadas: Matriz Fundamental

Matematicas

Avanzadas Trabajando en coordenadas, la solucién general puede escribirse
e como un producto de matrices:
Diferenciales
Clase 5
Ot X;(t) Xl;(t) le(t) Xé(t) /\;
Miloni x*(t) xi(t) x3(t) - xqp(t)] [A -
(1) = = . ’ = U(t)X
(0] e @ o xw]
donde
xi(t) x4 (t) xé(t)
x{ (t) x5 (t) x5 (t)
X = ) N X = . s y Xn =

X (2) <(2) x3(0)
Es decir, se encolumnan los vectores generadores de la
solucién general. A la matriz U(t) se la denomina matriz
fundamental. EL determinante de la matriz fundamental se lo
denomina Wronskiano
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El Propagador

si la condicién inicial es X(ty) = Xp, entonces, tendremos

xX(tg) xi(to)  xy(tg) - X%(fo Al
x3(tg) xi(to)  x3(t0) -+ xa(to)| |A? =
X(to) = . = . . . . .| =U(to)x

X"(.fo) Xf(fo) Xz"(fo) X,?(.fo) Y
Como el Wronskiano es distinto de cero, la matriz fundamental
admite inversa, por lo que

- 14
A=[U(t)] " X
Entonces, la solucién del problema de valor inicial
R(t) = UV (0% = W(t, 10)%o
Donde W(t, ty) es el denominado propagador del sistema.
Este propagador actlia sobre el espacio de condiciones iniciales
representando la evolucién temporal.

El propagador satisface la ecuacién diferencial con la condicién
inicial W(tp, to) = |



Sistemas con coeficientes constantes

Matemiticas Consideremos el Problema de Valor Inicial

Avanzadas

2016 ax _ v
Ecuaciones dt AX
Diferenciales 2 _
Clase 5 X(fo) = X0
Qetavio con A una matriz de componentes constantes.

Aplicando Picard:
Qo )_('(0)(1') = )_('0
o XV(t) =%+ [, AXO dt' =5+ At —to) % =
M+ A(t—t)]%
o KO(t) = %o+ [o AR dt' = {1+ A(t - to) + B 5
o Z
o #(t) = {7, B} 5
Entonces, tomando limite tenemos, formalmente

X(t)=ePrt0) g W(t, ) = A0 IR matrizl



Caso Diagonalizable
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e Si la matriz A llegara a ser diagonalizable, existird la matriz P
bifeenciaes  con inversa tal que D = P-1AP. Entonces, A=PDP!
ase 5
Oetavic Notemos ademas que
Miloni
A" =PD"P!
Entonces,
eMt 0 0 0
0 et 0 0
U(t) = et =pePtp-1—p| 0 0 e¥f 0 | p-t
0 0 0 et

Los A; no precisan ser todos distintos.



Forma de Jordan
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Dcuaciones| En el caso en que la matriz fundamental no sea diagonalizable,
S apelamos a las formas de Jordan.
O N ) . . M
e - Sean A1, A2, ..., Ay los autovalores distintos de la matriz.

- Llamemos nj a la multiplicidad geométrica de A\
En este caso, la matriz fundamental puede escribirse como

U(t) = e = Pel'P!

Donde para cada bloque de Jordan k x k se tiene

[Ny 7 N N by N gkt }

ekt = ePktNKE — Akt Ly Nt
2! 3! (n — 1)!

donde k es la multiplicidad geométrica del autovalor
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