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Punto Ordinario. Definicién

Definiciéon. Punto Ordinario. Dada una ecuacién diferencial
de la forma

y (M (x) + ‘3"';;(1)53()),@—1)()() bt :E’;; y(x) = 0

Diremos que | Xg €s un punto ordinario| 'si y solo si| las

funciones
a,,,l(x) a,,,g(x) ao(X)

, s
an(x) an(x) an(x)

son analiticas en xp.

La solucién analitica serd buscada en serie

o0 .
y(x) =Y ¢
j=0

La convergencia de las series estd garantizada por la
analiticidad de los coeficientes
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(=0

Si xp es un punto ordinario, buscaremos la solucién mediante

¢
e (x — x0)

oo
L—
Leg(x—x0) 7 =3 (0 + 1) i (x — x0)"
£=0

\<\
X
Il
Mg I8 1M

£ —1)co(x —x0) 72 =D (£ +2) (£ + 1) cpuz (x — x0)°
=0

o~

Il

=3
o~

Serd necesario siempre el arreglo de coeficientes y
ordenamiento en potencias de x
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Intervalo de Convergencia

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Y'(x) + p(x) y'(x) + q(x) y(x) = 0

para la cual, xp es un punto ordinario.

Tendremos una solucién en serie,

Ddnde esperamos convergencia de esta serie?

oo

y() =) c(x—x)

=0

Hay que pensar en el plano complejo, no en la recta real

El radio de convergencia de la serie serd

donde p es la distancia a la singularidad mas préxima (en

plano complejo!)

Ix — xo| < p

[m]

=

©

RN Ge



Ejemplo

Matematicas
Avanzadas
2016

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Ecuaciones
-cuaciol 1 1
Diferenciales " / _
;Iase.ﬁ .y (X)+1+X2y(X)+;y(X)_O
ctavio
Miloni

Notemos que xg = % es un punto ordinario de la ecuacién

diferencial.
El desarrollo

Teniendo en cuenta que los puntos de singularidad son

x =1/2y x = +i debemos calcular la distancia entre x = 1/2
(en complejos!) y el minimo sera el radio de convergencia del
desarrollo.

Tenemos que p; = % (distancia de x =1/2a x =0)y po = %
(distancia de x = 1/2 a x = %i). Entonces, como p1 < p2 la
solucién en serie tendrd un radio de convergencia |x — %\ < %
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Y(X):Z axt = y//(x):Z(€—|—2)(£+ 1)C£+2xe
/=0 —0

Al reemplazar en la ecuacién y agrupando, obtenemos

i {(t+2)(0+ Dcpsa+ctxt =0

(=0
Genera la recurrencia
Co42 = _71 CZj = Coﬂ y 52j+1 = Cl(,_il)j
(£+2)(£+1) (2))! (2j+1)
Entonces

i (7)} i 2(1 :Zl XFTL = ¢y cos(x) + ¢y sin(x)
=0 =0
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Puntos Singulares Regulares

Definicion. Punto Singular Regular. Dada una ecuacion
diferencial de segundo orden de la forma

P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

Diremos que xy es un punto singular regular si y sélo si las
funciones

(x — x0) (Ig(x)’ y (X—xo)zﬁgi;

son analiticas en xgp.

La definicién no es caprichosa, sino que estard relacionada con
la Ecuacion de Euler
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donde « y 8 son nimeros reales.

Notemos que para esta ecuacién, P(x) = x?, Q(x) = axy
R(x) = . Ademds, x = 0 es un punto singular regular

Al reemplazar en la ecuacién diferencial, nos queda

[r2+(a—1)r—|—6]x':0

Entonces, la potencia la obtenemos resolviendo la

Ecuacion Indicial

rP+(a—1)r+3=0
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Soluciones posibles

La ecuacidn indicial, pensada en el campo de los complejos,
admite como posibilidades:
on#n
oOn=n
Caso g #
Para este caso, la solucién general de la ecuacién de Euler, sera

y(x) = aix" +apx"

Casorp = n

Al tener la ecuacién indicial dos raices iguales, el polinomio se
puede escribir (r — r;)?. Entonces al sustituir en la ecuacién
diferencial, tenemos

d2 d r 2. r
[dszradXJrﬁ}x =(r—n)“x

que vale cero al evaluaren r = n
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Entonces, como

0
or

tenemos

2(r — r)x" + (r — r1)*x" In(|x]) = L[x" In(|x])]

[(r — n)?x"] = 2(r — n)x" + (r — n)*x" In(|x|)

que serd cero en r = r; Entonces, las solucion general es

y(x) =ca x" + cx™ In|x"|
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