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o Dimensién Infinita. Convergencia en Media

©

Desigualdad de Bessel. lgualdad de Parseval
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Ejemplos de Series de Fourier



Espacios Euclideos. Coeficientes de Fourier

Misiameiiess Sea V un espacio euclideo de dimensién n.

Avanzadas

2016 Sea B = {ej,e,...,e,} una base ortogonal de V. Entonces,
Ecuaciones R
Diferenciales para v (= V tenemos

Clase 8

Oc'_tavi_o R ¢ y

Miloni Vv=o"es sumando en ¢ desde 1 a n

Multiplicando a ambos miembros por e, tenemos
(Vlex) = (a” erlex) = o’ (erlex)

Como la base es ortogonal, tenemos que (es|ex) = ||ex]|? dek,

entonces
L (Ve
V= (vl z e sumando en k desde 1 a n
|lexl]
Lo que significa que ﬁ‘;‘:ﬁg son las coordenadas de v en la base

ortogonal. Estas coordenadas se las denominan
de V.
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Subespacios. Aproximaciones

_ Consideremos un espacio euclideo V' de dimensién
n. Sea v € V y sea W un subespacio de V de dimensién m.
La pregunta es: Cudl es el vector w € W "mds parecido” a v ?7

Respuesta:
m
W= (Ve e
=1
Pistas
o Sea {ej,ey ...,en} una base ortonormal de W
o Sea {ej,ey ...,e,} una base ortonormal de V' (n > m)

o El vector que mejor se aproxima (||V — w|| minimo) serd
aquel que cumpla (graficar)

(V—w) L w
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Espacios de Dimensién Infinita

1. Dado un espacio W C V un subespacio V. Sea
Bw = {ei1,e2,...en} una base ortogonal de W. Demostrar
que dado v € V,

—;

e,|e

\\Mg

para todo w € W
2. Convergencia en Media. La serie formal Z —jaje; se dice
que converge en media a V si y solo si

n
V- E aie;
i=1

3. Demostrar que si Y .o, «je; converge en media a un vector

V, entonces a; = é:,’“eé.
1 1

lim =
n—o0

Pista: Partir de la desigualdad del punto 1. y la convergencia
en media de Y 7, aje; a vV



Desigualdad de Bessel

M;t::“;j::s Sea ej, ey, ... un conjunto ortonormal de vectores en el espacio
\"2 Z
o 2ot euclideo V, de dimensién infinita. Sea Vv € V. Entonces
cuaciones
Diferenciales 00
Clase 8 2 12
Octavio z :<ei‘V> S HVH
Miloni r—1

que es la desigualdad denominada desigualdad de Bessel.

Pista: Partir de

n 2

7= (eil?)

i=1

0<

desarrollar el cuadrado (como el producto interno del vector
diferencia por si mismo), comprobando que

<<Z<ei\\7>e/')| > (ejlv)e; |) = (ei]v)?

i=1 j=1
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Igualdad de Parseval

Igualdad de Parseval. Asumiendo que e, ep,... es una base
ortonormal de V/, demostrar que se cumple

o0
> (eil?)? = |7
/=1

Pista para la demostraciéon: Como se supone que es una base,
la serie formal converge en media

n 2

lim ||V =) (ei|¥)|| =0

n—00
(=1

y hacer un razonamiento andlogo al hecho en el punto anterior.
Ejercicio. Escribir la Desigualdad de Bessel y la Igualdad de

Parseval en el caso que las bases sean ortogonales, no
ortonormales.
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La Serie de Fourier

1. Considerar en el espacio de funciones continuas a trozos en
el intervalo [—, 7] el producto interno

o) = [ f(se)ae

2. Demostrar que el conjunto
{1; cos(x), cos(2x), . . .;sin(x),sin(2x), ... } que se denota

{1; cos(£x);sin(€x)}y_1 23 .
es ortogonal.

3. Dada una funcién continua a trozos en [—m, 7| la serie de
Fourier de f(x) es

f(x)=ap + i [a¢ cos(x) + by sin(¢x)]
=0



Un Ejemplo
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La serie de Fourier de la funcién es,

f(x) = i {sin(x) + %sin(3x) + %sin(Sx) + %sin(?x) 4. }

Aplicando la lgualdad de Parseval, se obtiene

1+i+i+i+i _T
32 92 8

Con Fourier obtenemos propiedades aritméticas!
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