
Matemáticas
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Transformaciones Lineales. Repaso y Ejemplos

Sea la transformación lineal T : V →W . Sean
BV = {v1, v2, . . . , vn} y BW = {w1,w2, . . . ,wm} bases de V y
W , respectivamente.
Recordemos que la matriz asociada a la transformación lineal
T se obtiene aplicando la transformación a cada elemento de la
base BV , escribiéndolo como combinación lineal de los
elementos de la base BW y encolumnando las coordenadas
obtenidas, ya que

T (vµ) = [T ]νµ wν

Recordemos

Una matriz cuyos elementos los denotamos aij el supráındice
indica la fila y el sub́ındice indica la columna.
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Un ejemplo completo

Sea T : R2×2 → R3 definida expĺıcitamente por

T

[(
a b
c d

)]
= (2a− b, b − c , 2c − d)

Hallar la matriz asociada a la transformación en la base
canónica para cada espacio.

T

[(
1 0
0 0

)]
= (2, 0, 0) = 2(1, 0, 0)

T

[(
0 1
0 0

)]
= (−1, 1, 0) = −1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0)

T

[(
0 0
1 0

)]
= (0,−1, 2) = −1(0, 1, 0) + 2(0, 0, 1)

T

[(
0 0
0 1

)]
= (0, 0,−1) = −1(0, 0, 1)
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Ejemplo (continuación)

Entonces, al aplicar la transformación y al expresar cada
transformado como combinación lineal de los elementos de la
base, obtenemos que la matriz asociada es

[T ] =

2 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 2 −1


Recordemos

Las columnas de la matriz asociadas las obtenemos aplicando
la transformación a cada elemento de la base del espacio de
partida, escribiendo cada resultado como combinación de
elementos de la base del espacio de llegada y encolumnándolos.
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Transformaciones Lineales
Cambio de base

Sea T una trans. lineal. Sea [T ]BWBV la matriz asociada a las
bases. Sea Λν

µ la matriz de cambio de base en V (que relaciona

la base BV con B′V ) y Ξβ
α la matriz de cambio de base en W

(en el espacio W )

La matriz en las nuevas bases

En las nuevas bases, la matriz asociada [T ]B′WB
′
V

se escribe

[T ]B′WB
′
V

= Ξ−1 [T]BWBV Λ

Esto es aśı porque, si ~v = xµvµ y ~w = yµwµ

xµ = Λµ
νx ′ν

y ′α = [Ξ−1]µνyν



Matemáticas
Avanzadas

2016
Clase Nro 2
23-03-2016

Octavio
Miloni

Transformaciones Lineales
Teorema de la Dimensión

Teorema. De la dimensión para transformaciones lineales

Sea T : V →W , T lineal, donde dim(V ) = n y dim(W ) = m.
Entonces

dim[Nu(T )] + dim[Im(T )] = dim(V )

Demostración

Como sabemos, el núcleo es un subespacio de V . Sea
{e1, e2, . . . , ep} una base del núcleo.

Podemos incorporar a esta base n − p elementos y formar
una base de V . Entonces podemos considerar

{e1, e2, . . . , ep, ep+1, ep+2, . . . , en}

Finalmente, se puede demostrar que
{T (ep+1),T (ep+2), . . . ,T (en)} es base de la imagen.
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Espacio de Transformaciones Lineales

Operaciones entre transformaciones lineales

Sea L(V ,W ) = {T , T : V →W lineal}. Sean T1 y T2 dos
transformaciones lineales en L(V ,W ) Definimos las
operaciones

(T1 ⊕ T2)(~v) = T1(~v) + T2(~v) (suma en W )

(λ·T ) (~v) = λT (~v) (producto en W )

Con estas operaciones definidas de esta manera, L(v ,W ) es un
espacio vectorial. Más aún, la dimensión de este espacio es
n ×m, donde n es la dimensión de V y m es la dimensión de
W .
La demostración es del tipo constructiva y puede verse en el
apunte.
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Funcionales Lineales. El espacio dual

Definición.

Una funcional lineal es una transformación que aplica un vector
de un espacio vectorial en un elemento del cuerpo numérico

Como el espacio codominio tiene dimensión 1, entonces el
espacio de las funcionales lineales tiene la misma dimensión que
el espacio vectorial V .

Ejemplo

f : R3 → R definida como

f (x , y , z) = a x + b y + c z

Es una funcional lineal
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El espacio dual V ∗

Definición

Dado un espacio vectorial V , de dimensión n. El espacio de las
funcionales lineales, denotado V ∗ se lo denomina espacio dual
de V y su dimensión es n.

De entre las infinitas bases posibles para este espacio, vamos a
definir la base dual a partir de la base del espacio:

Base dual

Dada la base para V , B = {e1, e2, . . . , en}. Vamos a definir la
base dual, B∗ = {dx1,dx2, . . . ,dxn} a partir de la condición

dxµ(eν) = δµν =

{
1 µ = ν

0 µ 6= ν
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Algunas pisas

Observaciones y pistas

Las funcionales lineales siempre se escriben como una
combinación lineal de las componentes de los vectores del

espacio.

Si V es R4 cuyos elementos son (x , y , z ,w) una funcional
lineal tiene como forma general

f (x , y , z ,w) = a x + b y + c z + d w ,

donde a, b, c , d pueden ser nulos.

Si V es el espacio de matrices cuadradas

(
a b
c d

)
una

funcional lineal tiene la forma

f

[(
a b
c d

)]
= α a + β b + γ c + δ d



Matemáticas
Avanzadas

2016
Clase Nro 2
23-03-2016

Octavio
Miloni

Elementos del Espacio V y del dual, V ∗

Dado un espacio vectorial V , con base B = {e1, e2, . . . , en},
está compuesto de elementos, que llamamos vectores y
denotamos

~v = xµeµ, xµ son las coordenadas!

Los elementos de V ∗, por su parte se escriben como

f = fν dxν , fν son las coordenadas!

Notemos que

dxα(~v) = xα, entonces, ~v = dxµ(~v) eµ
f (eβ) = fβ, entonces, f = f (eν) dxν

Funciones Coordenadas

Es por esta propiedad que la base dual son llamadas también
funciones coordenadas


