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Transformaciones Lineales. Repaso y Ejemplos
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2016 Sea la transformacién lineal T : V — W. Sean

Clase Nro 2

23-03-2016 By = {vi,va,...,vp} y B = {wi,wa,..., Wy} bases de V'y
Octavio W, respectivamente.
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Recordemos que la matriz asociada a la transformacién lineal
T se obtiene aplicando la transformacién a cada elemento de la
base By, escribiéndolo como combinacién lineal de los
elementos de la base By y encolumnando las coordenadas
obtenidas, ya que

T(vu) =TI, wy

Recordemos

Una matriz cuyos elementos los denotamos a; el supraindice
indica la fila y el subindice indica la columna.
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Un ejemplo completo

Sea T : R?*? — R3 definida explicitamente por

gt

2 2)} =(2a—b,b—c,2c —d)

Hallar la matriz asociada a la transformacion en la base
candnica para cada espacio.

o T

(

0)

N

o

o O

(@)

)
)
)

[y
L

=(2,0,0) = 2(1,0,0)
= (~1,1,0) = —1(1,0,0) + 1(0, 1,0)
=(0,-1,2) = —1(0,1,0) + 2(0,0,1)

=(0,0,—1) = —1(0,0,1)



Ejemplo (continuacion)
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2016 Entonces, al aplicar la transformacion y al expresar cada
Clase Nro 2 . ., .
23-03-2016 transformado como combinacidn lineal de los elementos de la
?\;':ftlavi}) base, obtenemos que la matriz asociada es
1Honi
2 -1 0 0
[T]=10 1 -1 0O
0 O 2 -1
Recordemos

Las columnas de la matriz asociadas las obtenemos aplicando
la transformacién a cada elemento de la base del espacio de
partida, escribiendo cada resultado como combinacién de
elementos de la base del espacio de llegada y encolumnéandolos.
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Cambio de base
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(en el espacio W)

La matriz en las nuevas bases

En las nuevas bases, la matriz asociada [T]B{,VB(, se escribe

[Tlsy, 5, == " [Tlsws, A

Esto es asi porque, si Vv = x*v, y w = y*w
o x* = AN)x"

— [_—1 H



Transformaciones Lineales

Teorema de la Dimensién
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dim[Nu(T)] 4 dim[Im(T)] = dim(V)

Demostracién

o Como sabemos, el niicleo es un subespacio de V. Sea
{e1,ez,...,e,} una base del niicleo.

o Podemos incorporar a esta base n — p elementos y formar
una base de V. Entonces podemos considerar

{e1,e2,...,€p,€p11,€p12,...,€5}

o Finalmente, se puede demostrar que
{T(ep+1), T(ept2),..., T(en)} es base de la imagen. [
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Espacio de Transformaciones Lineales

Operaciones entre transformaciones lineales

Sea L(V,W)={T, T:V — W lineal}. Sean Ty y T dos
transformaciones lineales en L(V, W) Definimos las
operaciones

o (T1 ® To)(V) = T1(V) + T2(V) (suma en W)
o (AT) (V) = AT (V) (producto en W)

Con estas operaciones definidas de esta manera, L(v, W) es un
espacio vectorial. Mas atn, la dimensién de este espacio es

n x m, donde n es la dimensién de V' y m es la dimensién de
w.

La demostracién es del tipo constructiva y puede verse en el
apunte.



Funcionales Lineales. El espacio dual
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Clase Nro 2 Definicion.
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ctavio
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Como el espacio codominio tiene dimensién 1, entonces el
espacio de las funcionales lineales tiene la misma dimensién que
el espacio vectorial V.

Ejemplo
f : R? — R definida como

f(x,y,z)=ax+by+cz

Es una funcional lineal
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El espacio dual V*

Definicion

Dado un espacio vectorial V, de dimensién n. El espacio de las
funcionales lineales, denotado V* se lo denomina espacio dual
de V' y su dimensién es n.

De entre las infinitas bases posibles para este espacio, vamos a
definir /a base dual a partir de la base del espacio:

Base dual
Dada la base para V, B = {ej,ea,...,e,}. Vamos a definir la
base dual, B* = {dx!,dx?,...,dx"} a partir de la condicién

1 u=v

dx*(e,) =04 =
0 p#v



Algunas pisas

Wiz Observaciones y pistas
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s o Las funcionales lineales siempre se escriben como una

23:03-2016 combinacién lineal de las componentes de los vectores del
OCtaViO  ————

Miloni espacio.
o Si V es R* cuyos elementos son (x, y, z, w) una funcional
lineal tiene como forma general

f(x,y,z,w)=ax+by+cz+dw,

donde a, b, ¢, d pueden ser nulos.

o Si V es el espacio de matrices cuadradas <j 3) una

funcional lineal tiene la forma

a b
fKC d)} =aa+fb+vyc+dd
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Elementos del Espacio V' y del dual, V*

Dado un espacio vectorial V, con base B = {ej,e2,...,eq},
estd compuesto de elementos, que llamamos vectores y
denotamos

v =x"e,, x" son las coordenadas!

Los elementos de V*, por su parte se escriben como
f=1f,dx”, f, son las coordenadas!

Notemos que
o dx“(V) = x®, entonces, Vv = dx*(V)e,
o f(eg) = f, entonces, f = f(e,)dx”

Funciones Coordenadas

Es por esta propiedad que la base dual son llamadas también
funciones coordenadas




