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Coordenadas Curvilineas
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Clase Nro 8 Hasta ahora, los cambios de coordenadas -inducidos por un
Gt cambio de base- estaban definidos de manera lineal, es decir,
Miloni

en la forma

X = WGP =Wt WGP 4 WO X"
Donde W es una matriz en la que « indica fila y 5, columna.

Cambios de coordenadas no lineales

Consideremos ahora, cambios de coordenadas generales, no
necesariamente lineales

/ /
X' =x%xY %%, .,x"), a=1,2,...,n
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Linealizacion. Cambios locales.

Si consideramos que las funciones que definen el cambio de
coordenadas son diferenciables, podemos considerar que en
cada punto tendremos

Ox"
dxe = P g WG dx?
OxB
Mds aln, si consideramos el punto como un origen, podemos
considerar que localmente tenemos

Ahora, con esta linealizacién, podemos notar que un cambio no
lineal también induce, localmente, un cambio de base.
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Ejemplo: Coordenadas polares

Efectuemos el cambio de coordenadas
x = rcos()
y = rsin(6)
La linealizacién, serd, entonces
dx = cos(f)dr — r sin(0)do
dy = sin(@)dr+ r cos(6) do

Entonces, localmente y en un entorno del punto de la
linealizacién (considerado como el origen), podemos escribir

x = cos(f)r—rsin(0)6
y = sin(@)r+r cos(0)6

Notemos que este cambio es el de las "viejas” como funcién de
las " nuevas”
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Coordenadas polares. Continuacién

Con la linealizacién, entonces, tendremos que la matriz de
cambio de base, A, sera

0) —rsin(0 _ 0) sin(0
A= Zlons((Q)) r ch((H))}’ A= [ioS?fg(@)) SCOSE(’))}

r r

Estas son las matrices necesarias para analizar los cambios de
coordenadas para vectores, 1-formas, y tensores en general.

El tensor métrico
En las coordenadas polares, las coordenadas del tensor métrico
seran
g;/w = /\z /\5 8ap
Y como en cartesianas y en el producto interno canédnico la

métrica es diagonal, tendremos g’ = {(1) :)2}
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Derivadas de vectores base

El hecho de que la base de un espacio vectorial dependa de la
posicién (como en el caso de cambio de coordenadas nolineales)
produce que las bases de los espacios ya no sean constantes.
Este aspecto es novedoso y a partir de ahora tendra sentido la
expresion g%.

Como vamos a imponer que la dervacion sea parte del espacio
local (llamado espacio tangente) la derivada debe poder ser
escrita como compbinacién de los elementos de la base, por tal
motivo, se definen los Simbolos de Christoffel, T, de manera

tal de que
Oe,,

OxP
Los cuales se pueden obtener a partir de la métrica

= rgﬁeu

gaﬁ aguﬁ aguﬁ . ag;w
2 | Oxv  Oxt  OxP

a
Cow =
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— = —=e v
oxe  oxe M ox©

Agrupando indices convenientemente, podemos escribir

ov ovt
— = |—+ Tt V| e
Ox® Ox® ve ”
derivada covariante
., 0 .
Notacién: Vamos a denotar [ | o = % y para la derivada
covariante se utiliza el ";" Entonces

e wo\ v
V;a - V,a + ruav
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Derivada covariante de una 1-forma

Consideremos una 1-forma f = f, dx*

Para calcular la derivada covariante de un vector covariante, es
decir, calcular f,;, nos valdremos del hecho de que para
cualquier vector contravariante, v, (V) es un escalar. Ademis,

como
fuvt e R, [fvF] = [fuv!] L

Calculando las derivadas a ambos miembros
V' + v = £, vF + fuvfl‘,

aplicando la expresidn de derivada covariante para v* y
agrupando adecuadamente, se obtiene

fuw = fup — T fa

o'
1%
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Derivada covariante de Tensores

Derivada de un tensor dos veces contravariante

Dado un tensor del tipo <8>

T: T“’/eu®e,,

Al calcular la derivada parcial respecto a x¢, aplicando la
propiedad del producto, y el cdlculo de la derivada covariante
para coordenadas contravariantes, obtenemos

oT

x> Toe.©e,
con

_ 1
THY = THY 4 TH, T# 4 T, TH
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Derivada covariante de Tensores

Derivada de un tensor una vez covariante y una vez
contravariante

Dado un tensor del tipo <1>

T=TIdx"®e,

Al calcular la derivada parcial respecto a x¢, aplicando la
propiedad del producto, y el cdlculo de la derivada covariante
para coordenadas contravariantes, obtenemos

oT y
@ = Tlfl;adx &® eu

con

Tho=Thy+T5,T0 -5, T



Derivada covariante de Tensores. Caso general
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Regla de derivacion covariante

o Por cada indice contravariante, se incorporan a T/.3,> 0%
o THLIH2.-fho—1Be11---fiq
Mo T v
L. . . 2.
o Por cada indice covariante, se incorporan a T,.,.. Z,P,

_I—,f HLH2... g
Vo T vy, Vp_18Vp41 ...



Ejemplo

Matematicas
Avanzadas
2016
Clase Nro 8

Octavio
Miloni

Tensor de tipo (g)

Con la regla para obtener la derivada covariante, tenemos

12 — 12
V1QV3;Q - TV1V2V37O( +
H1 T B2 H2 71
+ rﬁa TV1V2V3+ rﬁa TV1V2V3

rB THk2 7|-B T“luz—rﬂ THH2

v Buovs Voo ' 1 fus v v f3




