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Productos " punto” entre tensores

: 0 - .
Dados dos tensores del tipo (q vamos a definir operaciones
producto, ademds de las que poseen por ser un espacio vectorial

Producto punto e
Definamos el producto punto entre elementos base:

(e @y ®- - Bep,)o(es; Beuy @~ ®ey,) = ey Bey -~ @ ((eplery)) Bew, @ - ey,

Observacion: El producto punto contrae dos indices, por lo

. . . 0
que si multiplicamos dos tensores, uno del tipo q y otro del

tipo L el producto sera un tensor del tipo L
Potr) ®P ¢ qg+r—2

. . 0
En el caso de vectores contravariantes -tensores del tipo <1 -

el producto punto resulta un escalar.



Producto tensorial entre tensores
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Y las combinaciones posibles

Restricciones para efectuar el producto

El producto tensorial sélo se puede definir entre

o Dos tensores del tipo (2) y <(r))

o Dos tensores del tipo (g) y <3>

: p r
o Dos tensores del tipo (O) y <q>
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Ejemplos

Ejemplo 1: Consideremos los tensores
T=Te,® es®e,, y R=R"e,®e,
Entonces,

TQR= TP R e.RegRe, Ve, ®e,

coordenadas del producto

Ejemplo 2: Consideremos ahora, los tensores
T=Tupd*2dx’, y R=R"e,xe,
Entonces, el producto se puede realizar

TOR= T.sR" dx*@dx’ ®e,®e,

coordenadas del producto



Operadores Diferenciales. El operador V
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o A partir de la definicién de los productos e y ® entre tensores y

Moo junto con la definicién de la derivada covariante, podemos
Octavio extender los operadores diferenciales que se vieron en los cursos
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de Andalisis Vectorial.

El operador V
El operador V, con el que se define el gradiente de una funcién
en los cursos de andlisis vectorial, serad definido ahora como

ﬁ[ =1 ];de“

Para el caso de una funcién escalar ¢ : R” — R el operador
aplicado a la funcién resulta en la 1-forma gradiente
o¢

V6] = [@)de = 5 dx"
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Operadores Diferenciales. El operador \Y

Definido el operador V, podemos definir el operador V que
comunmente se utiliza en andlisis vectorial

El operador V
El operador V, con el que se define el gradiente de una funcién
en los cursos de andlisis vectorial, serd definido ahora como

VI 1=g"]lueu

Para el caso de una funcién escalar ¢ : R” — R el operador
aplicado a la funcién resulta en el vector gradiente

v 00

V6] = g8l = g 5

€y

g
Ahora no podemos escribir mds V = ( dy’ dz)
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Gradiente y Divergencia de Tensores

Con las definiciones de V' y V vamos a definir

Operadores sobre tensores
Q

Grad| |=V®] ]

Div[ |=Ve] ]

Observaciones
o El operador Grad puede ser aplicado a tensores de
cualquier tipo.
o El operador Div sélo puede aplicarse a tensores
contravariantes.
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Consideremos un tensor T del tipo <;>

T=Tldx*®e,®e,
Entonces,

Grad[T] = T/, dX’ @ dx* ® e, ® e,

que es del tipo <§)
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Consideremos un tensor T del tipo <g> en decir,

T = THe, ® e, Entonces,

Div[T|=Ve T" e, e, =g" T (esle e, = T! e,

que es del tipo <(1))

Notemos que para un vector contravariante, la divergencia se

escribe
Div [V] = v/,



El Laplaciano
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En virtud de las definiciones y las restricciones para los
productos, el Laplaciano sélo puede calculdrsele a tensores
estrictamente contravariantes.

Sea T una vez contravariante, entonces, el Laplaciano serd

V2[T] = ﬁoﬁ@[T’“’e,ﬂE@ey]:ﬁo{gaﬁt‘é”ea(@e“@ey}
= gAa [gaﬁ T;él/} <e/\|ea> e, ey
Hea

= &Y% {gaﬁ T’[ﬂ e.@e,



El Laplaciano de un campo escalar
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oo o podemos escribirlo como
O i L
Milon Vgl = VeVl
_ g[8 0
= Velg P eu]
v ap 9¢
= gt [g Eﬁ];,, (eplea)
e [ga,e 99 ]
e oxP v
29
_ v 7P
a [g 3x5:|;y

Y, utilizando la relacién de los simbolos de Christoffel con la
raiz del determinante de la métrica, podemos escribir,
finalmente,

VUl = g |VEE 55



