Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrimestre

Clases Teodricas 2015
Octavio Miloni

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim



Para tener en cuenta:

o Estas notas son orientadoras de los temas que se dictan en cada clase

@ Estas notas son restimenes de los temas dictados, con mayor o menor
grado de desarrollo

o Estas notas no son apuntes de la materia

@ Estas notas no sustituyen las clases tedricas

o Estas notas no sustituyen la lectura y consulta de la bibliografia
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Clase Nimero 1

Teorema de Cauchy para Sistemas
de Ec. Diferenciales

Definiciones. Problema de Cauchy
Ejemplos
Construccién de una Serie Formal

Integral de Cauchy para funciones de n variables complejas

Teorema de Cauchy. Soluciones Analiticas
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Definicidon de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias de Primer Orden. Problema de Cauchy

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden es un
conjunto de n ecuaciones

Si ademds imponemos
xj(to) = Xjo

decimos que es un problema de valor inicial, PVI, o problema de Cauchy
Entonces, un PVI sera
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Ejemplos

@ Modelo Predador-Presa: Sea x la cantidad de predadores e y la
cantidad de presas la evolucién temporal del sistema es modelizada
(ecuaciones de Lotka-Volterra). Puede representar vacunas-virus, etc.

& —x(—a+8y) a,BER
¥ —y(y—06x) 0€R

o Efecto de marea para un planeta Las variaciones en el semieje de
la 6rbita y en la excentricidad por efecto de marea producida por una
estrella central es

() = ~45 [0+ 2382+ 78D)]
(%) =—-3 %19+7D] D = D(m,R,r)
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Construccidn de Solucidon mediante serie formal

Sea x;(t) una funcién analitica de t (después entraremos en detalles)
entonces, admite una representacién en serie de Taylor

dx;(to)

xj(t) = xj(to) + —

2
(t—to) + =—>—(t

Podemos notar que cada uno de los coeficientes del desarrollo puede ser
obtenido a partir del PVI.
° xj(to) = Xjo

o P = fi(x(to). to)
P d2zjt(2t0) 8f(x(t0) to) + Z to) to) dx;zi(tto)
8f X(t() tO) Z Bf(x(to) to)f ( ( ) to)

Y asi suceswamente. Lo que S|gn|f|ca, que el propio PVI nos permite
construir la serie de Taylor, aunque el cdlculo de coeficientes sea cada vez
mas engorroso

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 6 /229



Ejemplo: Solucién a orden O(At?)

Consideremos el sistema

{g; = x(=0.3+0.01y),  x(0)=

9
& = y(0.1 - 0.02x), y(0) = 40

Tenemos, x(0) =9, y(0) = 40. Ademds reemplazando estos valores en el
propio sistema, tendremos dX(O) =009y %(0) = —6.8

dt
Ahora,
d’x dy  d’x
= 2(-0.1+02 Y, 0X 5.1
- (0 +02y) +x025 = SX(0) = -5.13
oy = Y (0,01 - 0.02x) 002d——>ﬂ(0)—0436
dr  dt YRR T e Y T

Entonces, hasta orden 2 tendremos

x(t) =9+ 0.9t — 2.565 t2
y(t) =40 - 6.8t —2.28t2
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Grafico de la solucidn exacta

Evolucion temporal
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Repaso de la Integral de Cauchy en varias variables

Sea f(z): UCC —C. Sea Dy zy € D Entonces la derivada n—ésima se
calcula a partir de la férmula de Cauchy

1df, 1 ()
(20) f )

nl dzn T 2ni ), (2 — z)" L

Si consideramos una funcién de n variables zi, 2, z3, . . . , z, tenemos

1 girtiat ing (21,22 ) = 1 7{ }{ ?{ (21,25, ...2)) dzj{dz}...dz]
— - —— . 22y 2p) = - - -
2t nt 01022 ... ozl @riy Sy Sy T S (g — 21Tz — Y2 (2] — zp)int?

donde cada curva estd en los planos complejos asociados a cada variable y
donde la regidén se supone

DZD1XD2X...XD,,

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 9 /229



Funcién Mayorante

Con lo anterior, dado el PVI, supongamos que las funciones f;(x; t) vamos
a suponer:

@ Las funciones f; son analiticas en el dominio D’ definido por
D' |x; —xjo|l <rj, [t—to| <p' Entonces admiten un desarrollo de

Taylor

oo
)= D G in(E— TP (1 = x10)/ 02 = x20)" -+ (X0 — Xn0 )"

JtsJ1:j250+-:Jn=0
@ Todas las funciones f; poseen una misma funcién mayorante

M
[1 _ (X1*X10)+(X2*X2ro)+~“+(xnfxn0)} (1 _ ﬂ) ’

Ifi(x; £)] < M = max{My, My, ..My}

P

en el conjunto cerrado D C D’ definido por

D:|xi—xol <r<min{r,r},....r1}, |t—t|<p<yp
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Sistema Auxiliar y Reduccién

A partir de las propiedades de las funciones que definen el PVI, podemos
construir un sistema auxiliar

dxy M

e [1 _ (Xl—X1o)+(X2—X2r0)+---+(Xn—Xno)] (1 _ f—pfo)

dxp M

de [1 _ (Xl*X1o)+(X2*X20)+~4+(anxno)] (1 _ f*fQ)
v [z

dxp M

o [1 _ (X1*Xlo)+(X2*X20)+‘~+(anxno)] (1 _ f*fo)
G Iz

Notando que todas las ecuaciones diferenciales son iguales para cada
variable, si hacemos el siguiente cambio de variables
E=x1—Xx10=X2 — X290 = ... = X1 — X109 podemos reducir todo a una sola

ecuacion
d¢ -~

” —(17E)(17ﬂ)’ &(to) =0
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Teorema de Cauchy

La ecuacidn auxiliar obtenida
d¢ M
s ) tp) =0
dt <1 B Lﬁ) (1 B t—t0> 5( 0)

p

Tiene por solucién (de obtencidn trivial, por variables separabes)

§(t)=% [1—\/1+2Mnf|0g (1_ t—pm)]

Donde el dominio de analiticidad es
1 r
)

Es mds, si el sistema es auténomo (no depende de t) el dominio serd

r
t—ty| < ——
| 0’_2I\/ln
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Clase Nimero 2

Método de Picard para Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales

@ Definiciones. lteraciones

@ Esquema de lteracién para Sistemas de Ec. Diferenciales
@ Exponencial de una matriz. Introduccién

@ Condicién de Lipschitz

@ Estudio de Convergencia
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Esquemas lterativos

Definicién. Un esquema iterativo es un procedimiento secuencial que
procura aproximar una determinada cantidad a partir de una repeticion de
operaciones con la cantidad obtenida en el paso anterior. Este método
también es denominado de aproximaciones sucesivas.

Ejemplo: Resolver la ecuacién 3x — cos(x) = 0. La solucién es

. . 1. 7 [efe}]
x ~ 0.3167513. Si despejamos de manera "ingenua” x = #
definimos la sucesién xo = 0, xp11 = cos:(;q) entonces
cos(0)
X1 = T = 0.3333333
cos(0.3333333)
X2 = f = 0.3149857
cos(0.3149857)
X3 = f = 0.31693360
cos(0.31693360)
X4 = ——— =0.31673184

3

Ya x4 tiene 4 decimales correctos!



Anilisis de Convergencia de Iteraciones

En general, un esquema iterativo se puede representar como, dada una
aproximacién inicial, xp,

Xe+1 = ¢(xe)
Si llamamos « a la solucién exacta al problema en cuestién, podemos
desarrollar la funcién de iteracién alrededor de «

xep1 = @(x0) = p(a) +¢'(§) (e — @),  £€(a—x,a+x)
el error en la aproximacién f-ésima serd ¢y = x; — o y por definicién,
tendremos, o = ¢(«)

eor1 = [p(a) + ¢ (&) (x — )] —
Entonces,tendremos

leer] = ' ()l Ixe — af = [¢()] |ec]
Sea M una cota uniforme de la derivada de ¢'(x) podemos escribir

leg] < M*|eo|  Entonces, si M <1 — lim g, =0
L— o0
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A tener en cuenta...

Dado un esquema iterativo, también denominado iteracién funcional.

Se debe satisfacer:

Definir una funcidn de iteracién
Que para x; pueda calcularse el xp; 1

Que la sucesién sea convergente

Que

lim |x, —a| =0
{—00
donde « es el valor solucién

En general, la funcién de iteracidn se obtiene de un "despeje” funcional,
no en el sentido estricto de despejar para resolver.
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Iteracion para Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de

Primer Orden

Dado el problema de valor inicial

dx‘ = fi(x; t), X = (X1,X2, ..., Xn)
Xe(to) = X¢0

Un "despeje” seria, integrando a ambos miembros

tdx,

(¢’ = / A(x(¢); 1) dt’

xe(t) — xe0 =
to

La x¢(t) despejada satisface la ecuacién diferencial (demostrar esto).
Lo que implica que podemos definir un esquema de iteracién funcional

x7(t) = xeo
Xlgn—l—l)(t) = xp0 + ftz fg(xgn)(t/); t’) dt’
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Teorema de Picard: Caso n=1

Para entender como funciona el esquema iterativo, comencemos con el
caso unidimensional

Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden con
condicién inicial

% = f(X’ t)
X(t()) = Xg

donde f(x,t): |[x — xp| < ax |t —ty| < T — R en principio, continua en
la regidn.
Entonces, el esquema iterativo sera

Xo(t) = Xp
xepa(t) = x0 + [y FOa(t)), ) dt’
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Un Ejemplo para ver como funciona

A modo de ver el funcionamiento del esquema iterativo, analicemos el

siguiente ejemplo:

El esquema iterativo sera,

xo(t) = a
xe1(t) = a+ [y xp(t) dt’

{

Entonces, la sucesién es:

x(t) = a
t ’ ’ t ’
xi(t) = a+/ xo(t") dt :a+/ adt' =a+a(t—to)
to to
t ’ ’ t ’
x(t) = a+ x1(t") dt :a+/ [a+a(t—t)]dt =a+a(t—1tg)+a
to to
t ’ ’ t (t_t0)2 ’
x3(t) = a+/ xo(t") dt :a+/ ata(t—ty)+a dt' =a
to to 2
n t — ¢ n
xn(t) = a (£ = &) , — x(t) = aelt—10)

(t—t0)?

2

(t — t9)? N (t — 1)?

|:1+(t7to)+ 5 3

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim

20 / 229



Sobre la iteracidon. Continuidad de las funciones iteradas

Hemos visto que un esquema iterativo tiene sentido si la iteracidén puede
efectuarse infinitamente, es decir, no se trunca.

Veamos que todas las funciones iteradas son continuas en el intervalo

|t — to] < a=min{T, 5}, donde M es el miximo de la funcién f en la
regién de definicién (que como es un intervalo cerrado y acotado, tendra
su maximo absoluto). Veamos: Para la primera funcién iterada, tendremos

t
s (t) = x0| < / F(o(#), ) dt' < Mt — to < a
to

esto indica que xi(t) yace sobre el dominio de definicién de f, por lo que
podemos integrar para obtener la préxima iteracién. Ademds, xo = x¢(to)
para todo /, por lo que en particular, si |t — tp| < & entonces

pa(t) =x(0)] <e

Por induccién probamos que V¢, x,(t) es continua en ty
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Condicién de Lipschitz

Dada una funcion f(x, t), decimos que satisface la condicién de Lipschitiz
si existe una constante positiva L tal que satisface

[f(x2, 1) = Fxa, £)] < Lo — xa

Una condicién suficiente para que una funcién sea Lipschitz es que su

derivada parcial sea continua, veamos. Si la derivada parcial es continua,
podemos escribir

X2

f
8—(x*, t)’ dx* < L|xp—x1

|f(xz,t)—f(x1,t)]§/ 7

X1

donde L es una cota para la derivada parcial.
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Convergencia de la Sucesién

Asumamos que la funcién f(x, t) es Lipschitz y calculemos |x2(t) — x1(t)]

() =0 = [ [foalt). ) = ('), )] o

to
Ya habiamos demostrado

t ’ ’ /

ba(e) = xol < [ 17Go(), €)' < Mt = o]

to

Ademas, como es de Lipschitz, podemos acotar
_ 2
b=l < [ 17Ga(e) ¢)=FGo(e), )] o' < Lix(O—x(0] < LM [ le—tol ' = Lm [t ol
t fo

Anilogamente,

3 3
5 |t — to] L (M|t — tp])
x3(t) — xo(t)| < LM = —
[x3(t) — x2(t)] < 3 m P

M 13a3
S —
L

3!

En general, podemos demostrar por induccién

. o
Ixe(t) — xe—1(t)] < /\Z’[L|t - tol] < /\ZI[LH]
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Limite de la Sucesién

Sea x(t) = limy_00 x¢(t) y calculemos |x(t) — x¢(t)| Primero notemos que
podemos escribir

¢
xe(t) = x0 + Y [x(t) = xj—1(t)]
=0

y, por definicién,

8

x(t) = x0 + D [x() — x—1(t)]

j=0

Entonces, tenemos

x(8) = xe(t) = D [x(0) = x-1(1)]

j=£+1

Calculando el valor absoluto,

o M (La)
PORMICIES SEFCRPINCIE S
j=t+1 j=t+1 s

Si reescribimos esta sumatoria para que comience con j = 0

a

~I=
=
Q
“*
S
=
-
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El Limite de la Sucesién es solucidn!

Habiendo probado la convergencia, resta probar que la funcién a la cual
converge es justamente solucién del PVI

x(t) *X0+/ x(t'),t'

como ya comprobamos que limy_, o x¢(t) = x(t) sélo falta demostrar que

[imw o f(Xg(l’) t')dt’ / F(x(t"), t') dt
Tenemos
(), ) e’ / Fou), )| < LT Ix() = xe(t)ldt
to to

i (M a)@+l eMa tdt/
M (£+ 1) t
L (M a)?+t eM
M (£+1)

que tiende a cero cuando /£ tiende a infinito.
Esto concluye la demostracién de la convergencia del Método de_Picard.
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Clase Nimero 3

Aspectos Algebraicos de Sistemas

de Ecuaciones Diferenciales
Lineales

@ Definiciones. Sistemas Lineales

@ Caso Homogéneo. Espacio de Soluciones
@ Matriz Fundamental

@ Propagador

@ Caso Coeficientes Constantes

@ Forma Diagonal y de Jordan
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Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de la forma

j—f = A(t) X + F(t)
donde A(t) € R™"[t] y F(t) € R"[t]. o, en términos matriciales
G ann(t) ana(t) an(t)) [a(t)\ (Al
£ _ ax1(t) ax(t) --- a2n(t) xo(t) . f(t)
dx, o) am(t) - am(®)) \a(®))  \A(D)

dt

Por el Teorema de Picard, si A(t) tiene componentes continuas habra

f(t) 0
fa(t) 0
[fntt)) [o)

Decimos que el sistema lineal es homogéneo

Si
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Existencia de solucién para el caso homogéneo

Dado el sistema homogéneo

9 a11(t) awa(t) -+ a(t)\ [x(t)
% _ a1(t) axn(t) -+ an(t) | | x(t)
d;t" anl.(t) an2-(t) . -. . a,,,,.(t) x,,.(t)

Definiendo el operador lineal

el ndcleo

tiene dimensién n.
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Observaciones

Sea A(t) € R™"[t]. Dado el operador

d
L=——A(t
5 Al
o Este operador estd definido en R"[t]

o Si A(t) estd compuesta por n x n funciones continuas, exite una
tnica solucién al PVI asociado

en un entorno de ty (Teorema de Picard)

@ Aplica a _ no coordenadas
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Dimension del Nucleo

Consideremos n vectores ey, ey, ..., e, base candnica de R". En esta
vi

base, cualquier vector de R"[t] podrd escribirse (en componentes) v =

Vn

En general, si tomamos n vectores vy, £ = 1,2,...,n tendremos
ve1(t)
ve2(t) N .
#wn=| . | Ahora supongamos que los v, satisfacen el PVI
ven(t)
AN o
e (t)ve =0, Ve(to) = eg

Aprovechando esta imposicidn, si X(t) es solucién del PVI, tendremos que

)?(to) = Z )\éeg = Z A \73(1'0)
(=1 (=1

Entonces, tendremos

n

0= () SR e o)

(=1
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Trabajando en Coordenadas: Matriz Fundamental

Trabajando en coordenadas, la solucién general puede escribirse como un
producto de matrices:

O] [ ) o KO W
2 2 2 2 2
)?(1.’) _ (t) _ 1:(t) 2:(t) | n:(t) )‘ _ U(t)X
x"(t) x(t) xg(t) - xp(t)] [A"]
donde

xq(t) x5 (t) x5 (t)

I (051 I 105 e

X1 = . ’ X2 = ) y Xn = .
x7(t) x5 (1) [ xq (1)

Es decir, se encolumnan los vectores generadores de la solucién general. A
la matriz U(t) se la denomina matriz fundamental. EL determinante de la
matriz fundamental se lo denomina Wronskiano
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El Propagador

si la condicién inicial es X(ty) = Xo, entonces, tendremos

x!(to) xi(to) x3(to) --- xa(to)] [A!
o) — XZ(;tO) _ xf(fo) X22<t0) X,2,(.t0) >\:2 _ U)K
x"(to) x{(to) x3(to) -+ xp(to)] [\

Como el Wronskiano es distinto de cero, la matriz fundamental admite
inversa, por lo que
o 1.
A= [U(to)] X0
Entonces, la solucién del problema de valor inicial
> -1 > >
X(t) = U(t)U™ " (to)%o = W(t, to)Xo

Donde W(t, ty) es el denominado propagador del sistema. Este propagador
actla sobre el espacio de condiciones iniciales representando la evolucién
temporal.

El propagador satisface la ecuacién diferencial con la condicién inicial
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Sistemas con coeficientes constantes

Consideremos el Problema de Valor Inicial

dH o —
d—’t‘ =AX
X(to) = Xo

con A una matriz de componentes constantes.
Aplicando Picard:

) Z(O)(t) = )?0

o XV(t) =%+ [f AXOdt =3+ A(t—to) o =1+ A(t — 10)] %
o XO(t) =%+ [ ARV dt' = {l At — t) + Bl } %

°:

o X(N(t) = {ZZ:O [A(tl—!fo)]e } %o

Entonces, tomando limite tenemos, formalmente

%(t) = eA(t—1t0) X% = W(tt) = eA(t—t0)
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Caso Diagonalizable

Si la matriz A llegara a ser diagonalizable, existird la matriz P con inversa
tal que D =P~ 1 AP. Entonces, A=PDP!
Notemos ademds que

A"=PD"P!
Entonces,
et 0 0 0 ]
0 et 0 -+ 0
U(t) = ert = PPtp1=p | O 0 eMt ... 0 |p-1
0 0 0 et ]

Los A; no precisan ser todos distintos.
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Forma de Jordan

En el caso en que la matriz fundamental no sea diagonalizable, apelamos a
las formas de Jordan.

- Sean A1, Ao, ..., Ay los autovalores distintos de la matriz.

- Llamemos nj a la multiplicidad geométrica de Ag

En este caso, la matriz fundamental puede escribirse como

U(t) =M =PelPt
Donde para cada bloque de Jordan k X k se tiene

[Net]* | [Ngt]? [N ¢t
TR +"'+(nk—1)!}

eJkif _ e(DkJrNk)t — e)‘k t {l + Ny t+

donde k es la multiplicidad geométrica del autovalor
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Clase Nimero 4

Métodos Elementales de

de Resolucion
de Ecuaciones Diferenciales

@ Variables Separables
@ Ecuacién Lineal

@ Ecuaciones Exactas
o Factor Integrante

@ Ecuaciones Homogéneas
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Variables Separables

Definicion de Ecuacion Separable. Un ecuacién diferencial
dx
dt

se denomina separable si puede escribirse como

= f(x,t)

dx
X = A B(1)

Casos Particulares
e Si

dx : - v ”
= f(x) de dice que la ecuacién es [EIEIAREIN LTI F

e Si

dx . ., . . . -
pri g(t) de dice que la ecuacidn es una HUISSAEISLRIAE]
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Variables Separables. Método de Resolucién

Dada la ecuacién separable,

dx
— = f f;
5 = () R(t)
podemos reescribirla como
1 dx
——— =h(t
f(x) dt 2(t)

Ahora, notemos que

1 dx

g wREO] ~ Ao = [A(dc

1 _ d 1
Ahora, como ) = & [F(x)] entonces, F(x) = [ 6] dx con lo que
podemos resolver la ecuacién

/dx /fg t)dt+ C  resolviendo tenemos  x(t)
f1(x)
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Variables Separables. Resolucién ”"Non Sancta” y Ejemplos

Resolucién "Non Sancta”
Dada la ecuacién separable, & = f;(x) f(t) si consideramos %< como un
cociente (no lo es!) podriamos escribir

1
dx =f(t)dt  — / /fz()dt+C—>x(t)
f(x) fi(x
0
Ejemplos Resolver las siguientes ecuaciones separables
°
% X
dt 1+t
° d
d_i = —;—< y(4) = -3 No siempre es x(t)
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Ecuacién Lineal

Definicidn. Decimos que la ecuacion es lineal si la podemos escribir como

dx
e a(t) x + b(t)

o Caso homogéneo: b(t) = 0. Es a variable separable y la solucién
general se puede escribir como xp(t) = C el a(®) dt  C = Constante

e Caso no—homoiéneo.

Entonces, se propone x(t) = C(t)e/ 2(t)9t Imponiendo que se satisfaga la
ecuacién diferencial, tenemos que C(t) debe satisfacer

c() :/ b(t)e™ J A |k

lo que implica que la solucién es dada como en férmulal

X(t) = {/ b(t) e_fa(t)dt 4 K} efa(t)dt
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Ecuaciones Exactas

Si ¢(x, t) es diferenciable en un entorno de un punto (xp, ty) ademas
©(x, t) = ¢ podemos asumir (si % # 0) que define implicitamente x como
funcién de t tenemos

dp(x, t) dx  9p(x, 1)

d
E[SO(X’t)]*O - ax  dt T ot =0

En términos de la diferencial de la funcién se puede escribir
dp(x, t) dp(x, t)
d
Ox X+ ot
Inversamente, si tenemos una ecuacidn diferencial escrita en la forma
M(x, t) dx + N(x, t) dt =0
Si existe una funcién ¢(x, t) tal que
dp(x, t) dp(x, t)
M(x,t) = —>~2 N(x,t) = —~-2
(1) ox () ot

entonces, existen curvas integrales

dt =0

o(x,t)=c
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Ecuaciones Exactas. Condiciones Necesarias y Suficientes

Teorema. Dada la ecuacion diferencial
M(x, t) dx + N(x, t) dt =0

donde las funciones M, N, OM, ON son continuas en un determinado
dominio simplemente conexo, y ademds

OM(x,t)  ON(x,t)
ot Ox

existe una curva integral definida a través de

o(x,t) =c

La demostracion se basa en las condiciones necesarias para la
diferenciabilidad

La construccién de la funcién ¢(x, t) se obtiene directamente con la
técnica de obtencién de funcién potencial.
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Factor Integrante

Para el caso en que la ecuacién diferencial
M(x, t) dx + N(x, t) dt =0
no sea exacta, se busca una funcién u(x, t) de manera tal que la ecuacién
p(x, t) M(x, t) dx + p(x, t) N(x,t)dt =0

lo sea

La funcién pu(x,t) es denominada factor integrante y se obtiene a partir de
imponer la condicién

Olpu(x, t) M(x, t)] _ Olu(x, t) N(x, t)]
ot ox
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Factor Integrante. Determinacién

Si la ecuacidn no es exacta y proponemos un factor integrante nos
encontramos que debe satisfacerse

Apu(x, t) op(x, t) _ OM(x,t)  ON(x,t)
L NG, 1) = o M 1) = () [T - oM ]

Ecuacion diferencial parcial para p

I Estamos peor!

@ 1 = p(x) tenemos para p la ecuacién diferencial
OM(x,t) _ ON(x,t)
) _ | Tor T Tax
dx _|: N(x, t) 1)

debe ser sélo funcién de x!!

@ 1 = p(t) tenemos para p la ecuacién diferencial

dt M(x, t)

N— e —

s [ 22,

debe ser sélo funcién de t!!
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Ecuaciones Homogéneas

Definicion. Decimos que una funcion f(x,t) es homogénea de grado n si
y solo si

f(Ax,At) =N f(x,t)

Definicion. Decimos que una ecuacion diferencial
M(x, t) dx + N(x, t) dt =0

es homogénea de grado n si y sélo si las funciones M(x, t) y N(x, t) lo son

Podemos notar que x = x -1y t = x £. Si cambiamos la variable u = £
tendremos que t = ux con lo que
dt = udx + xdt

Si la ecuacién dif. es homogénea e introducimos el cambio de variables la
ecuacién diferencial se transforma en
N(1,u)
M(1,u) 4+ uN(1, u)
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Clase Nimero b

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

Coeficientes Constantes

@ Ecuacién Homogénea

o Propuesta de soluciones e®t. Ecuacién Caracteristica
o Casos: a's reales distintos

e Casos: a's complejos distintos

e Casos: a's iguales

@ Caso no homogéneo: Variacién de los parametros
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Ecuaciéon Homogénea

Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden
x"(t) +ax'(t)+ bx(t) =0

Para darle un marco de sistemas de ec. diferenciales lineales, podemos
definir y(t) = x/(t) con lo que tenemos el sistema lineal homogéneo

X(t) =y
y'(t) = —ay—bx

En términos matriciales,

G)=20)-( 2)0)

ST W [IIWI-MVITeM cxisten dos soluciones linealmente independientes
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Propuesta de soluciones e“!

De la reescritura de la ec. de segundo orden como un sistema de primer
orden, podemos afirmar:

@ Posee dos soluciones linealmente independientes
e El Problema de Valor Inicial necesita x(to) e x'(to)

Para la busqueda de las soluciones, consideremos como ansatz: x(t) = et
Reemplazando en la ec. diferencial

[a2+aa+b] e**=0 comoe®t#£0
Tenemos la ecuacion caracteristica
o®>+aa+b=0 notemos que es la ec. de autovalores de la matriz A

tendremos los casos:
@ Dos soluciones distintas (reales o complejas), a1y a2

@ Raiz doble: una unica solucién en «
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Si al resolver la ecuacidén caracteristica tenemos que las raices son
distintas, hemos resuelto el problema y la solucién general serd

X(t) = c1 e™ ty o e™? t— c1 Xl(t) + o Xg(t)

Para el caso en que a y b sean reales, tendremos que

@ a1 Yy ap son reales. Entonces la solucién general es

x(t) = c1 et + cpe™!?

@ a1 Yy ap son complejos conjugados oy = 1+ i w,
solucién se puede escribir

x(t)

ap=n—iwyla

ent [Cl eiwt + o e—iwt]

e [(c1 + ) cos(wt) +i(c1 — ) sin(wt)]
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Caso a1 = oy

Para el caso en que la ecuacidn caracteristica admita una raiz doble,
apelaremos a la forma de Jordan para la matriz fundamental.
Recordemos que en la base de autovectores generalizados (ver formas de
Jordan) la matriz de Jordan se escribe

J=AI+N

Para este caso, el autovalor serd « (la raiz doble), la matriz es 2x2 y
tendremos entonces que la forma de Jordan para la matriz fundamental

et 00

(i Sﬂ(egf ) [+ 6]

eat teozt
U= < 0 ot > — x1(t) = ey x(t) = te™*
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Problema No Homogéneo: Método de Variacién de los

Parametros

Consideremos la ecuacién
X"(t) + ax'(t) + bx(t) = f(t)

Notemos que Si x4(t) es una solucién de la ecuacién homogénea y x,(t)
es una solucion particular, tendremos que xp(t) + Xx(t) es también
solucién de la ecuacidn

A partir de esta propiedad -trivial, debido a la linealidad de la ecuacién
diferencial- es que se propone como solucién particular

xp(t) = c1(t) xa(t) 4 c2(t) x2(t)

donde x1(t) y x2(t) son las soluciones LI del problema homogéneo.
Cémo obtenemos ¢;(t) y c2(t)? Imponiendo que la funcién propuesta
satisfaga la ecuacién diferencial
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Las funciones ci(t) y c(t)

A partir de la imposicién de que la funcién propuesta satisfaga la ecuacion,
obtenemos ecuaciones para ci(t) y cz(t). La resolucién de las ecuaciones
nos brinda las funciones

a = - (20

o(t) = /)q(t&/f(t)dt

donde

X3

w=det | (7368 5] = (400 - xteete)

2

que es el Wronskiano ya definido para sistemas de ecuaciones lineales
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Funcidn de Green

Reemplazando las funciones cj(t) y c(t) en la solucién particular

xp(t) = c1(t) xa(t) 4 c2(t) x2(t)

Tenemos

xp(t) = [—/)Q(t?;(mdt*} xi(t) + [/)q(iz‘f(t*)dt] xo(t)

t * *
xa(t)xa(t) — xi(t")x(t) } oy g
t) = f(t*)dt
0= [ [t e ©
Llamando Funcién de Green (ya volveremos a hablar de esta funcion)
G(t7 t*) _ |: Xl(t )X2(t) _Xl(t )Xz(t) :|

xa (E)xg(t%) — xq () x2(t%)

Podemos escribir

xo(t) = /t G(t, ) F(*) dt"
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Ejemplos

Particula libre: x”(t) = 0 (para hacerlo con este abordaje)
Caida libre: y"(t) = —g
Oscilador Arménico: x”(t) + w2 x(t) =0
Oscilador Amortiguado: x”(t) + bx'(t) +wg x(t) =0
Oscilador Amortiguado y forzado: x”(t) + bx'(t) + w3 x(t) = f(t)
Circuitos Corriente Alterna
o d d

1
L—l+R—I+ == —fup
dt2 + dt + C dt (1)

con L: autoinductancia, R: Resistencia y C: capacitancia. La fem(t)
es el potencial eléctrico suministrado fuerza electromotriz
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Clase Nimero 6

Transformada de Laplace

Definiciones y Propiedades

Transformaciones Integrales
Definicién de Transformada de Laplace

Ejemplos

Propiedades

°

°

°

@ Funciones de Orden Exponencial

°

@ Funcién de Heaviside o escaldn puq,(t)
°

Funcién Gamma ['(x)
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Transformaciones Integrales

Definicion. Transformacion Integral. Dada una funcién f(t), y una
funcién de dos variables K (s, t), la operacion

b
/ K(s,t) f(t)dt

define una transfomacion integral de f(t), esto es
b
F@:cmm:/K@omwt
a

En particular, vamos a considerar transformaciones integrales de la forma

0o b
F@:EWM:A Mmﬁm&:MvAK@ﬂth

b—o0

cuando la integral sea convergente
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Transformada de Laplace

Definicién. Sea f(t) definida en la recta real positiva. La Transformada
de Laplace de f(t) estd definida como

F(s)zﬁ[f(t)]:/ooo et f(t)dt = lim /Ob =St f(t) dt

b—o0

siempre y cuando la integral sea convergente

Ejemplos

° 1

° 1

o

at 1
Lle|=—— s>a
s—a
° a
£[5|n(at)] = m
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Funciones de Orden Exponencial

Definicién. Una funcién f es de orden exponencial si existen constantes
positivas o, M y T tales que

If(t)] < Me*t, para t>T
Ejemplos
o
t] < e
o
|at+b| < a| [t| +[b| < (|a| + |b]) €'
o

|A cos(w t)| < |A| et

Para la determinacién de la condicién es de utilidad graficar las funciones

Las funciones de orden exponencial tienen transformada de Laplace
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Propiedades de la Transformada de Laplace

Llamando F(s) = L[f(t)], G(s) = L[g(t)], se cumple:
@ Linealidad:
LINf+g]=AF(s)+ G(s)
@ Teorema de Traslacién en el eje s:
L[f(t)e] = F(s—a)
@ Transformada de una derivada:

SWORSLORLON - . .

@ Transformada de una derivada n-ésima:
L[FM(t)] = s" F(s) — s""1 £(0) — s" "2 F/(0) — - -- — £"~1(0)
@ Derivada n-ésima de una Transformada:

Lle" f(1)] = (~1)" F)(s)
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Funcidén de Heaviside o escalon

Definicion. La funcién escaldn o de Heaviside esta definida como

0 t<t
ufo(r):{ °

1 t>+t
Notemos que la funcién wuy(t) modeliza un [l [T en
t=1ty

Notemos ademds que la funcién 1 — u; (t) modeliza un
apagado abrupto [ElsJiieite RN

Ejercitacion: Construir una funcién pulso rectangular y una funcién
escalera usando las funciones de Heaviside

Teorema de Traslacién temporal

Llug(t) f(t —to)] = e ©° F(s)
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Funcién I'(x)

La funcidn I'(x) estd definida, para x > 0, a través de

r(x):/ tle tdt
0

Integrando por partes, podemos demostrar que I'(x + 1) = x I'(x)
Entonces, como (1) = 1 tenemos que para x es natural,

MNn+1)=n!

Propiedades
e [(1/2)=/m

e ["(x) > 0. (Donde tiene aprox. su minimo? Graficar para ver)
o M(p)=sPTIL[tP], Vp>-1,peR
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Clase Nimero 7

Transformada de Laplace

Convolucién y Aplicaciones

Distribucién Delta de Dirac 6(t — tp)
Producto de Convolucién
Propiedades

Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales Lineales

Aplicaciones a las Ecuaciones Integro-Diferenciales
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La Delta de Dirac §(t — ty)

Construccién por aproximacion

Consideremos el siguiente pulso rectangular

o lrtg-e(6) = pagre()]

Grafiquemos esta funcién para diferentes valores de &
Vamos a definir la distribucion §(t — ty), Delta de Dirac al limite

3t — t0) = lim > [iyo(£) = ()

= lim
e—0
En virtud de cdmo esta definida, es un impulto infinito e instantdneo!

Veamos algunos graficos de aproximaciones
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aproximaciones de la d(t — to)

Y
6
51
al
3l
ol
It e=1
[ ] .-
o x
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aproximaciones de la d(t — to)
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aproximaciones de la d(t — to)
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aproximaciones de la d(t — to)

Y
Al
51 e=01
4l
3l
Al || e=025
T 2
[ L] .
t B
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Algunas Propiedades

o /_25(t—to)dt:1

| JAREOLOEENE
O | awrwa=ro)

° L[5(t — t0))] = e ®°

L[5(1))] =1
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Convolucién. Definicién

Definicion. Dadas las funciones f y g (en principio definidas en toda la
recta real) se define la convolucion entre f y g a través de

(f xg)(t)= / —n)dn

En el contexto de la Transformada de Laplace, donde las funciones estan
definidas para los reales positivos, tendremos

(f xg)(t)= /Ot f(me(t —n)dn

Una interpretacién fisica: Si f(n) es un estimulo enn y g(t —n) es la
respuesta en t a un estimulo en 1 la convolucién es la "suma” de todas las
respuestas a ese estimulo.

Ejemplo: El potencial gravitatorio

=[] g
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Propiedades de la Convolucién

o Conmutatividad
fxg=gxf

Asociatividad

fx(gxh)=(fxg)*h

@ Distributividad
fx(g+h)=(fxg)+(f=h)

Asociatividad con estalar

a(fxg)=(af)xg =f *(ag)

Regla de Derivacién

D(f xg) =Df xg=1f*Dg, donde D es un operador diferencial
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El Teorema de la Convolucién

Si F(s) = L[f(t)] y G(s) = L[g(t)] se tiene

L[(f x g)(t)] = F(s)G(s)

El producto de transformadas es el producto en R
Idea de la Demostracion. Calculemos la transformadad de Laplace

ctreel= [ | [ roete—nan] e ar

Transformamos a una integral doble en la regién (graficar para ver) del
plano tn descripta por las relaciones 0 <n <t, 0<t< o

La regidn se puede parametrizar también comon <t <oo, 0<7n< 0
Finalmente, haciendo el cambio de variable u = t — 7 y agrupando se
demuestra la propiedad
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Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales Lineales

A partir de las propiedades de la Transformada de Laplace, principalmente
en lo que respecta a las transformadas de derivadas podemos resolver
problemas de valor inicial.

Dado el problema de valor inicial de segundo orden

X"(t) +ax'(t) + bx(t) = f(t), x(0) =x9, X'(0)=w

Calculando la transformada de Laplace a ambos miembros, llamando
X(s) = L[x(t)] y F(s) = L[f(t)] tendremos que el PVI lo podemos
transformar

2 X(s) —sxg—vg+a(sX(s) —xo) + bX(s) = F(s)

Entonces,
F(S) +Xx0S+axo+ w
s?+as+b
Antitransformando con las propiedades conocidas, obtenemos la x(t)
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Aplicaciones a las Ecuaciones Integro-Diferenciales

De manera andloga a aplicar la transformada de Laplace para ecuaciones
diferenciales, podemos aplicar a ecuaciones integrales

o(t) + /0 CK(E.t) 0(€) de = £(2)

o las denominadas integro-diferenciales

t

8"(t) + ad/(t) + bo(t) + d /0 K(&,1) 6(€) dé = £(2)

Ambas ecuaciones son ejemplos, no los tnicos casos de aplicabilidad.

En general, si la funcién que aparece en el integrando es del tipo K(t — &)
podremos interpretar la integral como una convolucién y aplicar
transformacién de Laplace, de la misma manera
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Clase Nimero 8

Sistemas No Lineales

@ Introduccién. Soluciones en Serie

@ Linealizaciéon. Comportamiento local

@ Puntos de Equilibrio. Andlisis de Estabilidad

o El plano de fase. Producto Directo

@ Aplicacién:
o Predador-Presa (Modelo de Lotka-Volterra)
o Especies Competidoras

@ Integrales Primeras

@ Sistemas Hamiltonianos
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Introduccién. Construccidon de Soluciones Formales

Consideremos el PVI

dx,
d: fo(x; t), x¢(to) = xz,0 (x = (x1,%x2,.-.,Xn))

. ademds, las funciones . (t=1,2,...n) _ la variable
independiente, [, el sistema se llama _

Entonces, un sistema auténomo se escribe

dxy

o = o), xi(to) = Xe,0 (x = (x1, %2, ..., Xn))
Construccién de solucion formal

En el caso de querer obtener una solucién al sistema para cada t el PVI

nos provee todo lo que necesitamos para construir, hasta el orden deseado,
el polinomio de Taylor

dx;(to)

xi(t) = x(to) + —

(t—t0)+—.7 t
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Los coeficientes para sistemas auténomos

@ Orden 0:
xj(to) = Xjo (Cond. Inicial)

@ Orden 1:
Cb(l;:” = fj(x(to), to), (Ec. Diferencial)

o Orden 2:
d*xi(to) <~ Ofi(x(t), to) dxi(to) <~ Ofi(x(t0), to)

— = f to), t
dZ T AT o dt & o k(x(t0). to)

Y asi sucesivamente

Podemos notar que si bien el calculo de las derivadas sucesivas se hace
cada vez mas engorroso, nada nos impide hacerlo.
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Intervalo de Confianza de solucién aproximada

Pregunta:

Si la solucién del Problema de Valor Inicial tiene un

intervalo en t de analiticidad |t — ty| < 7, cual sera el

intervalo de confianza de la solucion aproximada

Es decir, si llamamos X a la solucién aproximada, cudl serd el intervalo de
tiempo
|t —to| < ¢

en el que podamos afirmar que

Ix(t) — x(t)| < e

Pensar en este asunto...
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Otra Aproximacioén: Linealizacion

Otra aproximacién al PVI es a partir de la linealizacidn, es decir, dado el
PVI Consideremos el PVI

dx
deZ = fi(x), x(to) = X¢,0 (x = (1,2, xn))

Desarrollando las funciones f;(x) a primer orden alrededor del punto inicial,
tendremos

Entonces, el problema linealizado lo podemos escribir matricialmente

% = D[F|(xo)x‘ +  F(xo) ~ D[FI(x0) x§

constante, no influye sustancialmente
donde F = (f1,f,...,f,) y D[F] es el Jacobiano de F

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 84 / 229



Puntos Criticos. Estabilidad Lineal

Definicion. Dado el sistema de ecuaciones

dx
T _F
7~ F®)

diremos que xg es un si y solo si F(xg) = 0 Entonces, un
punto critico es un punto de equilibrio, en términos dindmicos, ya que si la
condicién inicial coincide con el punto critico, se tendrd que % =0
Entonces, definiendo el vector u = x — xg podemos linealizar alrededor del
punto critico y obtener el sistema lineal

du
P D[F](xo)u

Entonces el vector u indica el comportamiento (en la aproximacién lineal)
alrededor del punto de equilibrio
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Casos Posibles

Consideremos como hipétesis que la matriz D[F](xo) es diagonalizable.
Entonces se tiene

lim u(t) =0

t—00
Si y solo si los autovalores de D[F](xo) tienen parte real negativa.
@ u(t) =0 siy sélo si los autovalores de D[F](xg) son imaginarios puros

@ En todos los casos restantes, existird una direccién para la cual,
cualquier punto inicial -atin muy préximo al punto de equilibrio-
crecerd mas alla de toda cota.
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Caso n = 2: El plano de fase

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo

dx

== = p

p” (x,¥)
dy

dar Q(Xa)/)

Si bien, lo que se busca es una solucién x(t) e y(t), es en muchos casos de
gran utilidad el estudio del plano xy, también llamado .
Notemos que la ecuacién que relaciona a x e y (para sistemas auténomos)
es

dy _ % _ Qx.y) ) — ini ”
T Pley) = y'(x) = f(x,y) (una dnica ecuacién)

Cuidado: Este andlisis estudia exclusivamente aspectos geométricos en el
plano xy pero no nos proporciona la solucién, x(t) e y(t), ya que
eliminamos la variable t
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Producto Directo

Consideremos un par de ecuaciones diferenciales ordinarias

dx dy
E - fl(X)a E - fZ(y)

donde en principio, x e y no tienen relacién.
Definicion. Dadas las ecuaciones

dx dy
— =fi
dt 1),

el producto directo sera el sistema

%~ ()
W—Mﬂ

cuyo plano de fases sera el producto cartesiano entre x e y.

o = P)

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 88 / 229



Ejemplo

Notemos que a partir del sistema

% = A0
& = h)

Cada una de las ecuaciones puede resolverse por variables separables

(1) q t
/XO mdx = /to dt
() 1 t
A amW:A“

Lo que nos permite escribir, para el producto directo

/X(t) 1 J /y(t) 1 J
— _dx=t—tyg= —
AC) ") B0 ?

y tratar a x e y en el mismo plano, cuya ecuacién y’ = f(x, y) es a
variable separable.

y lo mismo para y




Modelo Predador-Presa de Lotka-Volterra

Modelizaciéon. Sea y la cantidad de individuos de una especie predadora e
x de una especie que es presa de y. Veamos cémo podemos construir un
modelo de evolucién ecoldgica:

@ Si la presa no tiene predadores, su cantidad evoluciona segtn el

modelo:
dx

dt
@ Si el predador no tiene presa para comer, su cantidad (decreciente por
hambruna) evoluciona segtin el modelo:

dy

— =—c c>0

it y (c>0)
A partir de este andlisis, podemos considerar el sistema predador-presa en
la interaccién entre ambas especies

%:ax—bxy =x(a—by)
L =—cy+dxy=y(—-c+dx) a,b,c,d>0

ax (a>0)
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Estudio Cualitativo del Modelo Predador-Presa.

1. Puntos Criticos. Los puntos de equilibrio ecolégico son faciles de
obtener: (0,0) y (g,7)

2. Linealizacién. La linealizacién entorno al origen es trivial, ya que es el
modelo desacoplado. La presa crece exponencialmente y el predador
decrece exponencialmente

La linealizacién entorno al punto (§, 7) define el sistema (llamando

uzx—%yv:y—%):

du _ _bc
4= " ad Vv
dv _ ad
9 =~ b U

La ecuacién caracteristica es A2 +ac =0, y como a y ¢ son positivos,
tenemos A\ = +i/ac y como son imaginarios puros, tendremos que
entorno al punto de equilibrio la solucién es periddica. Es decir, que este
estado de equilibrio se podria Ilamar de sustentable
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Método del Producto Directo. Plano de Fase

Si consideramos el sistema completo, sin simplificaciones, tenemos
(recordemos que todos los coeficientes son positivos)

‘;’;: ax—bxy=x(a—by)
¥ =-—cy+dxy=y(—c+dx)

Dividiendo a ambos miembros, obtenemos la ecuacién geométrica en el
plano de fase

d — d
¥ _ 4 (cctdx) variables separables!
dx (a—by) X

a—by dy — (—c+dx) dx
_y X
Entonces,

aln(y) —by+clIn(x) —dx=C (C cerrada! comprobar)

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 92 / 229



Especies Competidoras

De la misma manera con la que analizamos el modelo predador-presa
podemos estudiar el problema en el cual dos especies compiten por el
mismo alimento (esto puede ser también llevado al contexto de la
economia, por ejemplo)

El sistema de ecuaciones que modeliza este problema es

%:x(el—alx—aly)

%:y(ez—agy—azx)

donde los pardmetros €1, €2, 01, 02, a1, 2 son todos positivos.

De manera andloga a los estudiado para el modelo de predador-presa,
podemos comenzar con los puntos criticos, estudiar la dindmica en la
vecindad de estos puntos, etc.

Como ejemplo, dejamos para estudiar

F=x1—=x-y)
F=y(G-3y—3x
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Integrales Primeras (Muy introductorio)

Consideremos un problema con n = 2, es decir, de dos ecuaciones
d

& = P(x,y)
d

F =Q(x,y)
multiplicamos la primera ecuacién por Q(x,y) y la segunda por P(x,y) y
restamos obtenemos

diferenciales con dos incégnitas { Notemos que si

dx

P

dy
P A
(x,y) 4 — Qlxy)
Si la ecuacién es, ademds, exacta, es decir que existe una funcién H(x, y),
tal que
OH(x, y)
oy

_ OH(x,y)

P(x,y) = O

Qx,y) =
podemos obtener

OH(x,y) dy = OH(x,y) dx dH(x,t) B
dy  dt ox dt  dt =0 = Hlxy) = Cte
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Integrales Primeras y Sistemas Hamiltonianos

Al encontrar la funcién H, encontramos una funcién de las dos variables
(que evolucionan segin el sistema de ecuaciones diferenciales) decimos
que H es una integral primera del sistema.

En general, para un sistema de dimensidén n una integral primera es una
relacién de todas las variables que se mantiene constante. Notemos que
por cada integral primera, podemos reducir en una "dimensién” el sistema
original.

Volviendo al caso donde encontramos la integral primera H(x, y) = Cte,
encontramos que las ecuaciones diferenciales pueden escribirse a partir de
la propia funcién H,

dx _ OH(x,y)
dt dy

dy _ _ 9H(xy)
dt — 2%

Este sistema de ecuaciones se denomina || =elEels]a(=5 G Epllideryl las
cuales surgen del estudio de la Mecanica Clasica 'y son de amplia
aplicacién en la Mecdnica Celeste
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Clase Nimero 9

Ecuaciones de 2do Orden

con
Coeficientes Variables

@ Definicién de Punto Ordinario
@ Soluciones en Serie. Andlisis de Convergencia
@ Definicién de Puntos Singulares Regulares.

@ Ecuacién de Euler.
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Punto Ordinario. Definicidn

Definicion. Punto Ordinario. Dada una ecuacion diferencial de la forma

an-1(x) (n—1) ao(x)

an(x) an(x)

a,,_l(x) an_2(X) ao(X)
an(x) 7 an(x) 77 an(x)

)+ () 4+

y(x) =0

La solucién analitica sera buscada en serie
oo
yx)=> ¢x
Jj=0

La convergencia de las series estd garantizada por la analiticidad de los
coeficientes
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Soluciones en Series

La solucidn de la ecuacién diferencial la buscamos proponiendo una serie

de potencias
o0
y() =) gx
£=0

Si xg es un punto ordinario, buscaremos la solucién mediante

y(x) = > alx—x)
(=0
y'(x) = ZECg(x—xo Z (L+1)co( X—XO)E
=0
y'(x) = Zf(f—l)Q(X—Xo Z (0 +2)(L+1) crpa (x — x0)"
=0 =0

Sera necesario siempre el arreglo de coeficientes y ordenamiento en
potencias de x
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Intervalo de Convergencia

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

Y"'(x) + p(x) ¥’ (x) + q(x) y(x) = 0

para la cual, xg es un punto ordinario.
Tendremos una solucién en serie,

() =S e (x - x0)!

=0

Dodnde esperamos convergencia de esta serie?

Hay que pensar en el plano complejo, no en la recta real

El radio de convergencia de la serie sera
X —xo| <p

donde p es la distancia a la singularidad mas préxima (en el plano
complejo!)
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Ejemplo

Consideremos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

1 1
" / - _
V()4 1 ¥ ) + () =0

Notemos que xg = 1 es un punto ordinario de la ecuacién diferencial.

El desarrollo .
> 1
v =3 <x - 2)

£=0
Teniendo en cuenta que los puntos de singularidad son x =1/2y x = +/
debemos calcular la distancia entre x = 1/2 (en complejos!) y el minimo
serd el radio de convergencia del desarrollo.
Tenemos que p; = 5 (distancia de x =1/2ax =0)y po = ‘f (distancia
de x =1/2 a x = +i). Entonces, como p1 < p2 la solucién en serie tendrd

un radio de convergencia
x=51< 5
x— —|<=
2 2
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Ejemplo

Busquemos una solucién en serie alrededor de x = 0 para la ecuacién
diferencial
"
y'(x) +y(x) =0

=> axt = Y)=) (C+ 2+ 1)cuax
=0 {=0

Al reemplazar en la ecuacién y agrupando, obtenemos

o
> A +2)(+ Daesa + b x =0
=0
Genera la recurrencia
-1 (—1y (=Y
Cryo = ————————— = Cpj = (| Cj
N () T ) R A 1 T ¢ TR )T
Entonces
— (-1) (-1y
y(x) = co Z %) x¥ ¢ Z ﬁl)xzﬁl = ¢p cos(x) + c1 sin(x)
— !




Puntos Singulares Regulares

Definicion. Punto Singular Regular. Dada una ecuacién diferencial de
segundo orden de la forma

P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0
Diremos que x¢ es un punto singular regular si y sélo si las funciones

Q(x) R(x)
P(x)’ y (x- Xo)2 WX)

(x — x0)
son analiticas en xg.

La definicién no es caprichosa, sino que estard relacionada con la Ecuacion
de Euler
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Ecuacidon de Euler

Consideremos la ecuacién diferencial
XPy"(x) +axy'(x) +By(x) = 0

donde « y 8 son nimeros reales.
Notemos que para esta ecuacién, P(x) = x?, Q(x) = ax y R(x) = .
Ademads, x = 0 es un punto singular regular
Fijemonos que la ecuacién de Euler es satisfecha por una funcién
potencial, ya que si proponemos y(x) = x"

o xX2y"(x)=r(r—1)x"

o axy'(x)=arx’

° By(x)=px’
Con lo cual, al reemplazar en la ecuacién diferencial, nos queda

[P +(a-1)r+8]x =0
Entonces, la potencia la obtenemos resolviendo |a [T Tei{e]3 M [1{s [TelF]l
rPr(a—1)r+p4=0
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Soluciones posibles

La ecuacioén indicial, pensada en el campo de los complejos, admite como
posibilidades:

ern#n
O nNn=0n

Casonn #
Para este caso, la solucién general de la ecuacién de Euler, serd

y(x) = a1 x4+ ap x"?
Casonn=n

Al tener la ecuacién indicial dos raices iguales, el polinomio se puede
escribir (r — r1)2. Entonces al sustituir en la ecuacién diferencial, tenemos

d2 d r 2 r
[dX2+adX+ﬂ]x =(r—n)°x

que vale cero al evaluaren r=n

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 105 / 229



Busqueda de la solucién Linealmente Independiente

En notacién de operadores,
2

. d rno_ 2 r
L.dxz—i—adx—i—ﬁ:> Lix1=(r—n)r

ol =1{5 )

Entonces, como

3}

o [(r — r1)2 “] =2(r—n)x"+(r— r1)2x' In(|x]|)

tenemos
2(r—n)x" 4+ (r — r1)2xr In(|x]) = L[x" In(|x])]

que serd cero en r = r; Entonces, las solucién general es

y(x) =cax™ + o x™ In|x"|
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Clase Nimero 10

Método de Frobenius

@ Método de Frobenius
@ Construccién de Soluciones

o Ecuacién Indicial con raices distintas con diferencia no entera
e Ecuacién Indicial con raices iguales
e Ecuacién Indicial con raices distintas con diferencia entera

@ Punto en el Infinito
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Método de Frobenius

Consideremos ahora, una ecuacién diferencial lineal de segundo orden
P(x)y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

Si xp es un punto singular regular. Dividiendo a ambos miembros por P(x)
y multiplicando a ambos miembros por x? obtenemos

2 Q(X) y/(X) +X2 I;(X)

X2 //X x
y'(x) + )

PO y(x)=0

o equivalentemente

R(x)

2 y(x) + x {X Q(X)] y 0o+ [X2 P()

P(x) | =

Como xg es un punto singular regular, {x gg” y [xz %} son analiticas,

por lo que tenemos para ambas funciones desarrollo de Taylor
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Desarrollos

Para las funciones entre corchetes tenemos series de Taylor convergentes
alrededor de x = 0,

XQ(X) = awp+arx+arx>+azxd+--
P(x)

[Xz gg;] = Bo+Bix+Bx’+Psx>+ -

Si reemplazamos estas expresiones en la ecuacién diferencial, tenemos
Ky () + x Jao + arxtazx® 41y () + [Bo+ Bux+ Ba x4+ ]y(x) =0
distribuyendo el primer término
X2 y" (x) + ag xy' (x) + x [a1x+a2x2+»~]y’(x)+ﬁoy(x)+ [le+62x2+--»]y(x):0
Reagrupando, tenemos

¥ () + a0 xy () + Boy() + [arx +azx® 4+ | V() + [ Bix+ B+ ] v =0

Euler
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Método de Frobenius. Propuesta de Solucién

El hecho de que un primer término sea la ecuacion de Euler, sugiere y
motiva a buscar soluciones en serie para la ecuacién diferencial (ahora, la
completa) en la forma

y(x) = E o x!

donde r sea solucién de la ecuacién indicial r? + (ap — 1) r + fo
Casos Posibles. Soluciones Generales
Caso rn 7é rn, n —nrn §é Z

> oo
y(x) = A1 x1 |:1 + Zcéfl) X£:| + A2 x2 |:1 + ZCE’Z)XE:|

=1
donde los coeficientes clf’“) se obtienen a partir de la expresién, para
(r2) _
o =1

62’1.2) e Z c (n 12 [oj(6+r2—0)+ 8], p es el polinomio indicial £=1,2,...
p(£+1,2) =
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Método de Frobenius. Propuesta de Solucién

Casorp =n

Para este caso, notemos primero que L[y,(x)] = p(r)x" = (r — r1)?> x" Con
lo cual, tendremos que

=0

r=n

(2

Entonces, la segunda solucién linealmente independiente sera

ya(x) = x" ¢ Inx| 1+zjc(“)xZ +ZM
=1 ’ =1 dn

Casorn—ncz

. dCz(fl)Xz

(%) = yr(x) 2 + A1 In [x]] + x7 b

=0
con A1 y A2 constantes arbitrarias.

Este caso requiere un andlisis minucioso respecto a los coeficientes (ver
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Punto en el infinito

Estudiemos la ecuacién diferencial
P(x) y"(x) + Q(x) y'(x) + R(x) y(x) = 0

pero en la variable ( = %
Para que el punto en el infinito sea un punto singular regular, es
equivalente a que ( = 0. La condicidén serd que

1 2

P() L2

sean analiticas en ( =0

1 R(©)

P(c)—éo(o Y e
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Clase Numero 11

Ecuaciones Fuchsianas
Ecuacion de Riemann-Papperitz

@ Construcciéon de Ecuaciones Fuchsianas
@ Ecuacién de Riemann-Papperitz
@ Ecuacién Hipergeométrica

@ Ecuacién Hipergeométrica Confluente
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Definicidn

Definicidon.Una ecuacion diferencial de segundo orden se denomina

Fuchsianas g todos sus puntos singulares son regulares

En esta clase vamos a construir ecuaciones Fuchsianas

Propiedad. Las ecuaciones Fuchsianas son invariantes por
transformaciones de Mobius

az+b
cz+d
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Construccidon de Ecuaciones Fuchsianas

@ Construccion de una Ecuacidn Diferencial con exactamente dos
puntos singulares regulares finitos

1

V) + [ o o ] V0 + {31 (x1 — x) . B2 (x2 — x1) V) =0

+ ]
X — x1 X — x X — x] X — X3 (x — x1)(x — x2)

@ Construccién de una Ecuacién Diferencial con exactamente dos
puntos singulares regulares. Uno en el x = 0 y otro en el infinito

d’y(z) dy(z)
dz2 dz

2(z-1)—=2+(atzb)z +(c+ zd)y(z)=0

@ Construccién de una Ecuacién Diferencial con exactamente tres
puntos singulares regulares finitos

aq a2 a3
y'(x)  + [ + + } y'(x) +
X — X1 X — X X — X3

N [/31 (a —x)(a — x) N B2 (x2 — x1)(x2 — x3) N
B3 (x3 —x1)(x3 — Xz)} y(x)
X — X3 (x = x1)(x — x2)(x — x3)

+ =0
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La Ecuaciéon de Riemann-Papperitz

La ecuacion de Riemann-Papperitz es una ecuacion Fuchsiana con tres
puntos singulares finitos donde ademds el punto en el infinito es también
singular regular

l-a—o 1-B-8 1—v—+
L1=F=8 1-v-9

o)+ | |yea+

X —a x—b xX—c
N [ao/(ax_b);a c) N 5&’(bx_a)tfb c) N
77" (c —a)(c — b) y(x) _
+ X—c =) —b)x—c)

donde a, o/, 3, 3,,7 son las raices de la ecuacidn indicial asociada a
cada singularidad.
con la condicién de Riemann

/ / /
at+od +B+B+y+y =1



Notacién para la Solucién de la Ecuacién de

Riemann-Papperitz

Dada la ecuacién de Riemann-Papperitz

1__/1__/1__/
a-a B5+ Y=

i)+ [ X —a x—b X—c v+
[aa’(a;_b)a(a— c) N B,B’(bx—_a)b(b— c) N
77 (¢ —a)(c - b) y(x) _

* x—c =) —b)x—c)

Denotamos la solucién

a b c
y(x)=Pqa B v x
Oé/ ,BI ,}//
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a b c
(x—a)i(x—b)2(x—c)3P{a B ~ xp=
a/ /Bl ,Y/

a b c
= Pa+tly B+l v+l x
o +0 B+l o+
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Clase Ndmero 12 y 13

Ecuacion Hipergeométrica

Funciones Especiales |

Repaso de la Ecuacién de Riemann-Papperitz
Propiedades

Funcién Hipergeométrica. Ecuacién Hipergeométrica
Relaciones Contiguas. Recurrencias

Polinomios de Jacobi. Férmula de Recurrencia. Férmula de Rodrigues

Polinomios de Gegenbauer. Polinomios de Legendre
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La Ecuaciéon de Riemann-Papperitz. Repaso

La ecuacion de Riemann-Papperitz es una ecuacion Fuchsiana con tres
puntos singulares finitos donde ademds el punto en el infinito sea un punto
ordinario

Il e LA
[aa'(a—b)(a—c)+55'(b—3)(b—c) 4
Xx—a x—b
79" (¢ — a)(c — b) y(x) _
+ x—c = )x—bBx—c) °

donde o, ’, 3, 8",7,~ son las raices de la ecuacién indicial asociada a
cada singularidad. Que el infinito sea punto ordinario, impone la condicidn
de Riemann

at+d +8+8 +v++ =1
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Notacién para la Solucién de la Ecuacién de

Riemann-Papperitz

Dada la ecuacién de Riemann-Papperitz

y'(x) + [l;a;a,+l;ﬁ;5,+l;7;7/ Y (x) +
[aa’(a—b)(a—c) N BB (b—a)(b—c) N
Xx—a x—b
77 (c = a)(c—b) y(x) _
* x—c (x—a)x—Bx—c) °

con la condicién de Riemann, a +o' + 8+ +v++ =1.
La solucién se denota (Whittaker & Watson)

a b ¢
y(x)=Pqa B v x
a/ IBI ,}/
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a b c
(x—a)i(x—b)2(x—c)3Pla B v xp=
O/ /B/ ,Y/

a b c
= Pla+¥ly B+l ~v+43 x
o +01 B+l A+

La demostracién es muy larga y se puede extender simplemente de la
consideracién del caso Euler
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Funcién Hipergeométrica. Ecuacién Hipergeométrica

Presentacion. Definicion.

a Zl ala Z2 ala a Z3
zF(a,b;c;z):1+—b—+ (a+1)b(b+1) = (a+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 2,
c 1 c(c+1) 2! c(c+1)(c+2) 3!

recibe el nombre de serie de Gauss o serie hipergeométrica. Podemos notar
que ¢ no puede ser un entero negativo, ya que en algtin término se
anularia el denominador.

Ademds, si a o b es un entero negativo, la serie es en realidad un
polinomio, ya que se anula en alguno de sus términos.

Por ejemplo, de manera directa se puede obtener 2F(a, —3; ¢; z) se puede
escribir

azt  _a(a+1l)z® _a(at+1)(a+2) 23
F 2. = 1—-3-— _ = a1
2F(a,—3;¢; 2) 3C 1[+6C(C+1) ! 6c(c+1)(c+2) 3!
azl  _a(a+1l) , a(a+1)(a+2)
— 1-32%2 13 - ’
cu e DT T e (e’
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Relacién de la Serie Hipergeométrica con Funciones

Trascendentes

Es interesante resaltar:

i)
2F(=n,b;b,—z) = (1+ 2)"
i)
2F(17 1;27_2) = M
V4
i)
lim 2F(1, A 1,2) = ¢?
)\ﬁoo2 o 7)\
iv)
2F(1/2,1:3/2; 22) = arctan(z)
Z
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M3ds propiedades

2F(a, b;c;1) = IE%?E(:)F; : z; (Gauss)
di; [2F(a,b;c;z)] = a—cbgF(eH— 1,b+1,c+1;2z2)
L D _\-b ler
oF(=n,b;c;1) = (C)n/t (1-t) (I—tz) "dt (Euler)
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Ecuacién Diferencial Hipergeométrica

Uno de los mayores avances en el estudio de las funciones
hipergeométricas, fue hecho por el matemdtico prusiano Ernst Kummer
(1816-1893) quien descubrié que la funcién hipergeométrica es solucién de
la ecuacién diferencial

d2
(1—z)ﬁ—|—[c—(1+a+b) ]——abZ—O

Notemos que podemos escribir esta ecuacién diferencial como

d d d d
{dz |:ZdZ+C_1:| - [zdz—i-a] [ch’z+b]} y(z)=0
Luego reemplazando en la ecuacién diferencial y(z) = 2F (a, b; ¢; z)
verificamos que se cumple la igualdad.
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Relaciéon Ecuacién Hipergeométrica con Ecuacién de

Riemann-Papperitz

Si en la Ecuacién de Riemann-Papperitz efectuamos el cambio de variables

B (c — b)(x—a)
"~ (c—a)(x—b)
Notamos esta transformacién asigna nuevos puntos singulares regulares

a—0,al b— ocoyal c—1, loque transforma la ecuacién diferencial en
otra cuya solucién se puede denotar

0 00 1
P 0 B+a+ry 0 z
od—a ftat+y v —vy
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Relacién Riemann-Papperitz, Ecuacién Hipergeométrica

Sillamamos A=f+a+v, B=p'+a+~vy C=1+a—dalaecuacién
se puede escribir

d’y dy
z(l—z)d2+[C (1+A+B)z —Z—AB =0

Lo que implica que podemos relacionar la ecuacién de Riemann-Papperitz
con la ecuacién hipergeométrica

a b c |:(xfa):|a|:(xfc):|’y a b c
P « B 0 X = P 0 B+a+y 0 X
o B (x—b) (x=b) o —a Btaty A —n

Llamando z = % obtenemos

a b c |:(x—a):|a|:(x—c):|’y 0 oo 1
P « B ¥ X = P 0 A 0 z
o B A (x = b) (x—b) 1-C B C—-A-B
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Finalmente

_ (x=a)]*[(x=¢) o . (e=b)(x—a)
= |:(X7b):| [ ] 2F<&+5+%a+ﬁ +vlta a,i(‘:7a)(x7b)>

Soluciones de Kummer

En 1836 Ernst Kummer encontré que la ecuacién de Riemann-Papperitz
admite 24 representaciones diferentes utilizando funciones
hipergeométricas. Estas representaciones se denominan soluciones de

Kummer. Cada funcién de Kummer es solucién de la ecuacién de
Riemmann-Papperitz

1—a—a' 1—-8-p" 1—v—7
Yo+ [ + + ')+

x—a x—b x—c

aa’(a—b)(a—c) n BB (b—a)(b—c) I

4
X —a x—b

L (e—a)e—b) y(x) -
x—c (xfa)(xfb)(xfc)i

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 132 / 229



Relaciones Contiguas de las Funciones Hipergeométricas

A partir de la funcién hipergeométrica, vamos a estudiar las
transformaciones denominadas contiguas y ellas son las definidas a través
de 2F(at1,b;c;z), oF(a,bx1;c;z) y 2F(a,; c £ 1; z) entonces,

r(c) X T(a+o)r(b+e) 2

2F(a+1,b;c;z) = oF(a,bic;z)+ DR : OZ fer o) Z

De manera andloga, podemos obtener

al(c) & 1 I’(a+é)|’(b+l)i

Fla=tbicz) = con @) fero 4

Con estas dos expresiones podemos llegar mediante calculo directo a la
relacion contigua

(c —a)oF(a—1,b;c;z)+[2a — c — (a— b)z]aF(a, b;c;z) + a(z — 1)2F(a+1,b;¢c;2) =0
Dado que la definicién de la funcién hipergeométrica establece una
simetria entre a 'y b (son intercambiables, 2F(a, b; ¢; z) = 2F (b, a; ¢; 2))
tenemos otra relacién contigua por simple intercambio entre ay b

(¢ = b)2F(a,b—1;¢c;z) + [2b — ¢ — (b — a)z]aF(a, by ¢; z) + b(z — 1)2F(a, b+ 1;¢c;2) =0
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Ecuacion de Jacobi. Polinomios de Jacobi

Cuando estudiamos las funciones hipergeométricas notamos que si a o b es
un entero negativo por ejemplo —n (con n natural) la serie queda truncada

y resulta un polinomio de grado n.

Consideremos entonces la ecuacién hipergeométrica con las siguientes
particularidades: a=—n, b=n+a+F+1y c=a+1 La ecuacién
queda modificada

z(1-z2)y" (@) +[1+a —(a+B+2)zy (2) + n(n+a+ B +1)y(z) =0

Ahora, cambiemos la variable z = I_TX obtenemos la denominada
ecuacion de Jacobi
d? d
(1-—x*)—y(x)+[B—a—(a+B+2)x]—y(x) +n(n+a+B+1)y(x) =0
dx? dx

Para cada n € y cada a y 8 la solucién de esta ecuacidn que satisfaga la

condicién

Moa+n+1)

Mo + 1)n!

son los denominados Polinomios de Jacobi. Con esta condicidn, la relacién
entre los polinomios de Jacobi y la funcién hipergeométrica asociada sera

MNa+n+1)
Mo+ 1)n!

PP =

PoB(x) =

n

1—x
zF(fn,n+a+ﬁ+l;a+1; 2 )
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Relacién de Recurrencia

Dada la relacién entre los polinomios de Jacobi y las funcién
hipergeométrica, podemos aplicar las relaciones contiguas para establecer
relaciones entre polinomios de Jacobi de distintos grados, que luego serdn

de utilidad para los casos particulares que nos seran de interés.

(a+B+2n+1)[a® — B2+ (a+ B +2n)(a+ B +2n+2)x]P2 P (x) =
20n+1)(a+B+n+1)(a+ B+ 2n)Pnif(x) +2(a + n)(B + n)(a + B +2n +2)P,2 F (x)

Existen otras relaciones de recurrencia, que vinculan diferentes valores de
a'y S, las cuales pueden también ser obtenidas a partir de las relaciones
contiguas, pero para nuestro propdsito no seran desarrolladas aqui, sino

que formardn parte de las ejercitaciones.
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Funciéon Generatriz

Los polinomios de Jacobi admiten como funcién generatriz a

20+8
R

g(x, t) = [1—t+R]™[1+t+R]™"

donde

R=+1—2xt+ t2

de manera tal de que al desarrollar g(x, t) en potencias de t,
[o.¢]
glx,t)=> P (x)t!
(=0

desarrollo valido para |t| < 1
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Férmula de Rodrigues

Ademas de la funcién generatriz, los polinomios de Jacobi pueden
calcularse directamente a partir de una relacién denominada
formula de Rodrigues la cual viene dada a partir de la expresion

Pnaﬁ(x) _ (2—"1,3!"(1 . X)_a(l + X)—ﬁ CZ:n [(1 _ X)a+n(1 + X)ﬂ+n]

A modo de ejemplo, podemos calcular el polinomio Plo‘ﬁ(x), como

« 1 —Q — d «
PEP(x) = == (1= x) ™1+ x) P [(1 — )T (1 + x)P ]
2 dx
Entonces,

PP(x) = 5@+ 1)(1+x) - (B +1)5(1 - x)

a— a+B+2
Plaﬂ(x): 2/84- g X
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Caso Particular a = 8 = 0: Polinomios de Legendre

Ahora, si partimos de la ecuacién de Gegenbauer y fijamos A = % lo que

implicaria en términos de los polinomios de Jacobi oo = 8 = 0 tenemos la
ecuacion de Legendre:

- xz)izw(x) —2x iW(x) + n(n+ Dw(x) = 0
dx2 dx

Cuya solucién polinémica y normalizada son los Polinomios de Legendre,
cuya expresion, en términos de la funcidn hipergeométrica es
Pn(x) = oF (—n,n+1;1; 15*) Dado que los polinomios de Legendre son
particularmente interesantes debido a sus diversas aplicaciones, expresemos
las diferentes propiedades que los caracterizan.
Consideremos las relaciones de recurrencia que satisfacen los polinomios de
Jacobi

o Relaciones de Recurrencia. A partir de saber que Py(x) =1y
P1(x) = x tenemos (n+ 1)Pyi1(x) = (2n + 1)xPs(x) — nPp_1(x)

.z . 1 _ \ "\ L
e Funcién Generatriz e = Ym0 Pe(x) t

o Férmula de Rodrigues P,(x) = 51 40 [(x2 — 1)"]

— 27nl dxn
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Clase 14

Series de Fourier
Aspectos Algebraicos

Espacios de Dimensién finita. Coeficientes de Fourier.
Dimensién Infinita. Convergencia en Media

Desigualdad de Bessel. Igualdad de Parseval

Ejemplos de Series de Fourier
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Espacios Euclideos. Coeficientes de Fourier

Sea V un espacio euclideo de dimensién n.
Sea B = {ej,€y,...,e,} una base ortogonal de V. Entonces, para v € V
tenemos

vV =at () sumando en £ desde 1 a n

Multiplicando a ambos miembros por e, tenemos
(Vlex) = (o’ eslex) = o' (erlex)

Como la base es ortogonal, tenemos que (e¢|ex) = ||ex||? ¢k, entonces

Ve
V= (vl k2> ey sumando en k desde 1 a n
|lexl]
Lo que significa que
(V]ex)
|lex|[?

son las coordenadas de V en la base ortogonal. Estas coordenadas se las

LI ERN coeficientes derFourier K72
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Subespacios. Aproximaciones

_ Consideremos un espacio euclideo V' de dimensién n. Sea
vV € V y sea W un subespacio de V de dimensién m. La pregunta es:
Cudl es el vector w € W "mas parecido” a vV ?

=1
Pistas
@ Sea {ej,e ...,en,} una base ortonormal de W
o Sea {e1,e> ...,e,} una base ortonormal de V' (n > m)

@ El vector que mejor se aproxima (||V — w|| minimo) serd aquel que
cumpla (graficar)
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Espacios de Dimensién Infinita

1. Dado un espacio W C V un subespacio V. Sea By = {e1,ez,...en}
una base ortogonal de W. Demostrar que dado v € V,

para todo w € W
2. Convergencia en Media. La serie formal > 2, aje; se dice que
converge en media a v si y solo si

n
lim vV — E aie;
n—o0 ‘
i=1

3. Demostrar que si Y .2, vje; converge en media a un vector V, entonces
(V)

G Teiler)
Pista: Partir de la desigualdad del punto 1. y la convergencia en media de
Z?il ajej a \7

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 143 / 229



Desigualdad de Bessel

Sea e, ep,... un conjunto ortonormal de vectores en el espacio euclideo
V/, de dimensién infinita. Sea v € V. Entonces

oo

> (el < |Ivl?

(=1

que es la desigualdad denominada desigualdad de Bessel.

Pista: Partir de

n 2

V- (eil?)

i=1

0<

desarrollar el cuadrado (como el producto interno del vector diferencia por
si mismo), comprobando que

((Z(e;|\7>e;>| > (el |) = (eil7)?
i=1 j=1
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Ilgualdad de Parseval

Igualdad de Parseval. Asumiendo que ej,ep,... es una base ortonormal
de V/, demostrar que se cumple

o0

> (el =177

(=1

Pista para la demostraciéon: Como se supone que es una base, la serie
formal converge en media

n

lim ||V — Z(e;|\7> =0

n—oo
(=1

y hacer un razonamiento andlogo al hecho en el punto anterior.
Ejercicio. Escribir la Desigualdad de Bessel y la lgualdad de Parseval en el
caso que las bases sean ortogonales, no ortonormales.
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La Serie de Fourier

1. Considerar en el espacio de funciones continuas a trozos en el intervalo
[—, 7] el producto interno

rle) = [ " F(0)g(t) dt

2. Demostrar que el conjunto {1; cos(x), cos(2x), . ..;sin(x),sin(2x), ...}
que se denota

{1; cos(£ x); sin(¢ X)}e=1,2,3,...

es ortogonal.

3. Dada una funcién continua a trozos en [—m, 7] la serie de Fourier de
f(x) es

f(x) =ap + i [ag cos(Ux) + by sin(¢x)]
=0
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Un Ejemplo

Dada la funcidn

La serie de Fourier de la funcién es,

™

4 1 1 1
f(x)=— {sin(x) + 3 sin(3x) + 5 sin(5x) + 7 sin(7x) + - -+ }
Aplicando la lgualdad de Parseval, se obtiene

1+1+1+1+1 o
32 52 72 92 8

Con Fourier obtenemos propiedades aritméticas!
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Clase 15

Series de Fourier
Convergencia Puntual

@ Teorema de Riemann-Lebesgue
@ Sumas Parciales

@ Teoremas de Fourier
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Teorema de Riemann-Lebesgue

En esta clase, el soporte analitico lo provee el

VI ENe NN ERI IR0 el cual serd aplicado en todos los
teoremas de convergencia puntual de las S SR oI IgL=Ts

Vayamos al enunciado

Teorema. Riemann-Lebesgue. Sea f(x) una funcién continua a trozos
en el intervalo [a, b]. Entonces se cumple:

b b
lim / f(x) sin(kx) dx = lim / f(x) cos(kx)dx =0

k—o00 k—o00

El Teorema nos garantiza que si una funcién f(x) cumple con las
condiciones del Teorema

lim /b f(x) sin(kx+r)dx =0

k—o0
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Demostracién del Teorema de Riemann-Lebesgue

Vamos a demostrar que el limite de la integral con el sin(kx), ya que la
demostracién es andloga para el otro limite.

Ya que la funcién f(x) es continua a trozos, podemos subdividir el
intervalo [a, b] en subitervalos en los cuales la funcién es continua, y
consideraremos como el valor de f(x) en los extremos como el limite de la
funcién desde la derecha o izquierda, segiin el extremo (limite por derecha
para el extremo menor y por izquierda en el otro caso)

Entonces, basta con considerar el limite

q
Ilm/p f(x) sin(k x) dx

k—o00

donde [p, g] es uno de los subintervalos de continuidad de f(x)
Asimismo, dividamos la integral en n subintervalos equiespaciados
P = X0, X1, X2, ..., Xn = q con lo que podemos expresar

q n—1 rxp
/ f(x) sin(k x) dx_Z/ f(x) sin(k x) dx
P (=0 Xt
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Demostracién del Teorema de Riemann-Lebesgue

continuacion

La integral

n—1 Xg4+1
/q f(x) sin(k x) dx = Z/ f(x) sin(k x) dx
P =0

la podemos escribir también como

5 {f(xw [ stk ax+ [ ) — £ (ko) dx}

/=0 Xe Xg

Tenemos que la primera integral es de integracién inmediata
f(xe) I)ZH sin(k x) dx = _f(Xg)%k—cosw)

X
Para la segunda integral, podemos ver que la misma estd acotada por el
valor absoluto de |f(x) — f(x)]
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Demostracién del Teorema de Riemann-Lebesgue

continuacion

Entonces, tenemos que el valor absoluto lo podemos acotar

q
’/ f(x) sin(k x) dx
Ip

n—1
< DIl
£=0

coslran) — costoe) COSW)‘ ) [ 160 — e

k £=0 "¢

Si M es el maximo de la funcién en el intervalo [p, g] podemos acotar:
°

cos(xg41) — cos(xg)
k

2M 2Mn
Kk

n—1
D Ifxe)l
£=0

e Como f es continua en cada subintervalo, tenemos |f(x) — f(xp)| < ¢
siempre que |x — x| < J. Entonces

=l rxpyg
> [0 = el < (g - )

£=0"%¢
Si ahora definimos ¢/ = 2¢ (g — p) y para un valor fijo n elegimos un k
. . /
suficiente grande de manera tal que 2",:’” < 5 tenemos que probamos el
teorema.
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Los Teoremas de Fourier

Los denominados JIEEMEENCHRIIE son los resultados que garantizan
la convergencia puntual de las Series de Fourier en los diferentes escenarios

para la funcién a desarrollar, f(x):
@ La funcién f(x) es continua y derivable en todo el intervalo

@ La funcién f(x) es continua pero no derivable en un conjunto finito
de puntos del intervalo

e La funcién f(x) es discontinua en un nimero finito de puntos del
intervalo
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Preparacién. Sumas Parciales

Consideremos una funcién f(x) definida en el intervalo [—m, 7| la sumas
parciales de Fourier son

Sp=aop + Z [ag cos(£x) + by sin(£x)]
=1

donde, escribiendo la expresidn para los coeficientes, tenemos

1

Sn = Pyl f(t)dt + Z { |: /7 (t) cos(£ t)dt:| cos(£x) + |:71r /::r f(t) cos(£ t)dt:| sin(Ex)}

Regrupando podemos escribir

S, = i/ﬂ F(£) Ko(t — x) dt

con

Kn(t — x) = +Zcos[€t—x)]

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 161 / 229



Propiedades de la funcién K,(t — x)

De la definicién de la funcién
Kn(t — x) = 7+Zcos[€t—x)]

podemos demostrar las siguientes propledades
o

/7r Kn(t—x)dt =7

—T

sin [(n+ %) (t—x)]
Kn(t — x) = —
2sin [5(t — x)]
La primera propiedad es inmediata a partir de la definicién.
Para demostrar la segunda, notemos que

sin Ku %) (tfx)] — sin {(57 %) (tfx):| = 2sin [%(tfx)] cos(£ (t — x))

Entonces,

Sn(x) = t

1 /7r fo) sin Kn+ %) (tfx)} J

ks 2sin [%(tfx)}

s
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Caso I: Funciones Continuas y Derivables

La suma parcial es

t

sr= L [l

2sin [%(t — x)}
En el integrando sumemos y restemos f(x), en la forma:

1 fw sin [(n+ l) (tfx)]
si) =~ [ 1A = ) + () m dt

La integral la podemos dividir como

sin [(n+ 1) (¢ = )]

2sin [%(t - x)]

dt

f(x) [ sin [(n+ l) (t— x)} 1
Sn(x) = 9 /77 N ey [;(: = de+— /7" [F(8) — F()]
N
JT o Kn(t—x)dt=m

™

t

sin (n+ %) (t— x)} 1 7 [f(t) — Ff(x)] sin [(n+ %) (t— x)]
7/ —fx)]—dtzfl [ } — d
2sm[ (tfx)} ™) sln[j[t—x)}
3(
En la segunda integral podemos aplicar Riemann-Lebesgue (discutirlo). Al
tomar limite, sélo es no nulo el primer término, dando
limp_00 Sn(x) = f(x)

t—x

t—x)



Caso II: Funciones Continuas y no Derivables

Escribamos nuevamente la expresidon de la suma parcial para un punto de
discontinuidad de la derivada, xp,

dt

$(00) = f(x0) /7r sin [(n+ (t— XO) 1 / — foo)] sin [(n + %) (t— xo)]

™ - 2sin [ (tfxg 2sin [%(tfxg)]

JT & Kn(t—xg)dt=m

Vamos a pedir que si bien la funcién no es derivable en algunos puntos, si
posee limites laterales para la derivada, es decir,

him(ﬁ s h/)7 o) f/H)(Xo)

. I(_—
y lo propio para f'( )(xo)
Entonces, si en la segunda integral de la suma parcial dividimos la
integracidn segtin los puntos de discontinuidad de la derivada y teniendo
en cuenta que existen los limites laterales podemos aplicar el Teorema de
Riemann-Lebesgue, por lo que lim,_o Sn(x0) = f(x0) en cualquier punto
de discontinuidad de la derivada.
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Caso Ill: Funciones con discontinuidades

Consideremos xp un punto de discontinuidad de la funcién f(x) la suma
parcial nuevamente sera

- 1 - sin[<n+%)(tfxo)}
Sn(x0) = = /4 f(t)m ’

it
K

y dividamos la integral en el punto de discontinuidad

S(x0) = & /X” F(£) Kn(t — x0) dt + — /7r £(£) Kn(t — x0) dt
—T u X0

™

Calculemos la primera integral:

7/ £) Kn(t — x) dt = i/m_s F(£) Kn(t — x0) dt +— /X° [£(6) = Flxg7) + F0xg )] Kalt — x0)
o 7 Jxg—e

™

—0 n—oco (Riemann— Lebesgue)

f(xo )

% /00, [F(6) = £l ) + £ )] Kanlt = x0) dt = =

usando que [ Ky(t —xo) dt =3
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Caso Ill: Funciones con discontinuidades. Continuacion

De manera andloga, tenemos

1 ™ 1 xg+e 1 E
;/Xo £(£) Kn(t — x0) dt = ;/XO‘) [£(8) = 76¢) + FO))] Knlt — o) dit + 7/XO+€ F(£) Kn(t — x0) dt

™

—0 n—oo (Riemann— Lebesgue)

Resultando f +)
1 [T X,
| f() Ky(t — xo) dt = —=2
= A Kol =0y ae = 2

0

Entonces, sumando las dos integrales obtenemos

lim () = [0)  [06) _ [00) 4 7o)

Lo que indica que en los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier
converge al promedio del salto de la discontinuidad
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Clase 16

Transformada de Fourier

Forma Compleja de la Serie de Fourier
El Salto al Continuo

Transformada de Fourier

Propiedades
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Forma Compleja de la Serie de Fourier

Dada la serie de Fourier de una funcidn continua a trozos en el intervalo
[_L> L]

fx) = {;L/_LL f(t)dt}l+g{1/_i £(t) cos <£Zrt> dt} cos <€L”x>
+ {2 /LL f(t)sin <€Zrt> dt} sin <€L7Tx>

Expresando el coseno y el seno en forma exponencial podemos escribir

o
f(x) Z cpe'tX
f{=—00
con
1 L
=57 f(t)e "Ttdt
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El salto al continuo

Asumamos que la funcién f(x) es tal que existe la integral [ _|f(t)|dt
. . © .

Vamos, de manera heuristica, a construir la Transformada de Fourier

extendiendo el intervalo [—L, L] a toda la recta real y pasando de la

sumatoria a la integral.

Para este propdsito consideremos el paso de las sumas de Riemann a la

integral

Zf(Xg)AXg — /b f(x) dx
¢ a

Para ello, comencemos con la expresién

o0

f(x) = Z cr e Tx = %eizTﬂXAE

{=—00 {=—o00

Es maés, siempre A/ =1 ya que asi varia en la sumatoria!
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El salto al continuo. continuacion

ZC@GZT ZA ZL JAVA

{=—00

1 [t ex
/ f(t)e Ttdt
L)t

Tl

llamemos w = 7. Entonces, w varia conforme lo hace ¢, Aw = TA/ (y
como Al=1— Aw-L=m)

Entonces, usando el cambio de variables

con

o0
Co i L ;
— 'Y Aw = g Co— e Aw
Aw T

LUJZ—OO Lw:—oo
T ™

f(x) =

Como una suma de Riemann, pasamos a la integral

f(x) = /oo L g g,

o T
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El salto al continuo. continuacion

f(x):/oo Mei“’(dw

oo T
con .
clw)L L1 it
=—— f(t)e " dt
m 2L J_, (t)e

Lo dnico que falta es tomar limite para L — oo el cual es necesario incluso
para pasar de la suma de Riemann a la integral (ya que si Aw — 0
debemos tener L — oo para que el producto de siempre 7)

Tomando entonces lim;_, ., tenemos la FIL {1 0 o117 =1g
o0 .
)= [ Fl)edo

—00

con

Flw) = - / T () et dt

—00
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La Transformada de Fourier

A partir de

la funcidn

F(w) 1 / h f(t)e “tdt

21 J_ oo
SHERIEIMELEN Transformada de Fourier
Otra formulacion es

1 o

f(x):/ F(w)e'“> dw

2T J_o

la funcidn
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Propiedades de la Transformada de Fourier

Llamando F(w) = F[f(x)] y G(w) a las transf. de Fourier de f(x) y g(x),
respectivamente, podemos demostrar las siguientes propiedades:

@ Producto Interno. ldentidad de Parseval

/OO f(x)g(x)dx = L[~ F(w) G(w) dw

o 27 J_

@ Norma.

| tfeora= o [ FeP d

@ Convolucion.
F[f xg] = F(w) G(w)
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Clase 17

Transformada de Fourier
Propiedades y aplicaciones

Integral de Fourier con Senos y Cosenos
Funciones Pares e Impares

Transformada Coseno y Transformada Seno

Ejemplo y Aplicacién al Célculo de Integrales Impropias
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Otro tipo de salto al continuo

Otra formulacién de la serie de Fourier

Escribamos la serie de Fourier, definida para una funcién periddica en el
intervalo [—L, L]

1

f(x) L/_LL () {;+gcos [ezr(t—x)” dt

En virtud de la paridad de la funcién coseno, podemos escribir

L —f-io:cos éw(t Z cos | —(t — x)
2 — L
- e;zo
Entonces, podemos escribir:

F(x) = 21L/ £(t) { S cos [ef(t—x)]} dt

=—00
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Otro tipo de salto al continuo (continuacion)

A partir de

f(x) = 21L/ f(t) { Z cos [ézr(t_x)]} dt

consideremos w = T/, entonces, Aw = TA/(

De manera andloga a lo hecho para la obtencién de la integral de Fourier,
y teniendo en cuenta la paridad (con respecto a la variable w del coseno)
podemos llegar a la expresion, tomando el limite al continuo

f(x) = i/ooo {/_Z £(t) cos[w(t — x)] dt} dw

o, asumiendo la convergencia de las integrales impropias

f(x) = /OOO {1 /OO f(t) cos(wt) dt} cos(wx) dw

m e

N /Ooo {i /Z £(£) sin(wt) dt} sin(wx) dw
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Funciones Pares e Impares. Transformada Coseno y

Transformada Seno de Fourier

En general, llegamos a

) = /O 00{1 / " (1) cos(wt) dt} cos(wx) dw

N /Ooo{jr/_z £(£) sin(wt) dt} sin(wx) dw

Si la RUEGTNIGET, a parte correspondiente a la integral de seno se
anula, por lo que podemos escribir (usando la paridad)

F(x) = /0 00{2 /0 T () cos(wt) dt} cos(wx) duw

™

Si la Fillitellelii = 0 1d, la parte correspondiente a la integral de coseno

se anula,
f(x):/om{z/ooc £(£) sin(wt) dt} sin(wx) dw

™
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il
f(x) = /000 Fe(w) cos(wx) dw
donde define la

Folw) = 2 / T (t) cos(wt) dt
0

T
it
f(x)= / Fs(w) sin(wx) dw
0
donde define la BEILS {18 11F1s E BT o)

Faw) = 2 /OOO F(£) sin(wt) dt
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Ejemplo

Hallar la Transformada de Fourier de la funcién

1 |x|<a
0 |x|>a

f(x) =

Como la funcién es par, podemos obtener la transformada coseno, que
resulta inmediatamente de calculo directo

Fulw) = 72rsin£;9w)

Entonces, en virtud de la Integral de Fourier, podemos escribir

° 2si 1 <
f(x) = / 2 sin(aw) cos(wx) dw = Xl < a
o T W 0 |x|>a
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Aplicacién al Calculo de Integrales Impropias

A partir del ejemplo anterior

f(x) = /OOO 2 sin(aw) cos(wx) dw = {1 Xl < a

T W 0 |x|>a

Podemos escribir cambiando adecuadamente las variables

o0 H <
/ 2'sin(ax) cos(bx) dx — {1 b < a
0

T X 0 [b]>a

o bien

/‘X sin(a x) cos(b x) dx — 5 |p[<a
Jo X 0 |b|>a

Que nos permite obtener, paraa=1y b=0
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Clase 18

El Problema de Sturm-Liouville
El Caso Homogéneo

@ Formulacién del problema
@ Tipos de Condiciones de Contorno

o Caracter Autoadjunto del Operador de Sturm-Liouville
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Ecuaciones con valores en la fr

El abordaje de las ecuaciones diferenciales que hasta ahora hemos
analizado fue en el sentido de o

En virtud de la teoria desarrollada, para una ecuacién lineal de segundo
orden eran necesarios los valores de la funcién y de la derivada en un valor
inicial.

El serd una ecuacién diferencial de
segundo orden definida en un intervalo cerrado (y que pueda ser escrita en
determinada manera), para la cual las condiciones se fijan los valores en los
extremos del intervalo, tanto el valor de la funcién como el de la derivada.
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Formulacion

Una ecuacién diferencial de segundo orden
a(x)y" + b(x) y' + c(x) y = Ay(x)

definida en un intervalo [a, b] se dice que es de Sturm-Liouville si puede
escribirse como

d

. [p(x)jx] y(x) + a()y(x) = A r(x) y(x)

donde las funciones p(x) y r(x) son positivas en el intervalo

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 186 / 229



Tipos de Condiciones de Contorno

En general, las condiciones de contorno para el problema de
Sturm-Liouville pueden ser de dos tipo:

@ Condiciones Locales o Separadas: Son aquellas que
fijan valores de la funcién y de la derivada en cada extremo del
intervalo

@ Condiciones No Locales: Son aquellas que
relacionan los valores de la funcién y de la derivada en cada extremo
del intervalo
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Tipos de Condiciones Locales o Separadas

Los tipos de Condiciones Locales:
@ Dirichlet:

@ Newmann:

@ Nicoletti:
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Cardcter Autoadjunto del Operador de Sturm-Liouville

Definimos como EOI e e oI BT { M RGN} al operador lineal:

Con esta definicién, la ecuacién diferencial que queremos resolver se puede
escribir

Lly] = Ar(x)y

Que es (casi) un problema de autovalores (casi por el factor r(x)
Para el producto interno en [a, b]

b
(Flg) = / () g() dt

para las condiciones de contorno que hemos definido el EIIELLIE es

[} autoadjunto
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El Operador es Autoadjunto

Calculemos

d df (¢)
-2 [0 2] +aw )] ety e
t

wii = [ urengwa= [° i

Calculemos mediante integracién por partes la integral

7/:% [p(t)

Ahora calculemos por partes la integral

dt dt

df df borb  df(t) d
" sta == o0 s+ [0 D2 E D

b df (t) dg(t) b d dg(t)] df(t) dg(t) b
/ap(t) dtdt dt:_/a E[p(t) dt } g P =5 =0

Volviendo entonces a escribir (L[f]|g)
(LIflg) = (FILLg + p(a) [f' (2)g(a) — F(2)e"(2)] + p(b) [f' (b)g(b) — F(b)e’ (b)]

Tanto para condiciones de Dirichlet o Neumann tenemos

(L[f]lg) = (fIL[g])
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Clase 19

El Problema de Sturm-Liouville
Desarrollo en Autofunciones

Propiedades del Operador de Sturm-Liouville
Teorema de Sturm-Liouville

Ejemplos de ecuaciones de Sturm-Liouville

El problema no homogéneo: Funcién de Green
Construccién de la Funcién de Green

Desarrollo de la Funcién de Green en autofunciones
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Propiedades del Operador de Sturm-Liouville

Como el operador de Sturm-Liouville es Hermitico, tenemos que (repasar
Algebra Lineal)

@ Los autovalores son reales

@ Autofunciones asociadas a distintos autovalores son ortogonales

Desarrollos en Funciones Ortogonales

Como consecuencia de las propiedades en tanto operador Hermitico,
cualquier funcién definida en el intervalo de la ecuacién diferencial
admitird un desarrollo andlogo al obtenido para el caso de las series de
Fourier, en autofunciones del operador

L= [ 4| + a0
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Propiedad Espectral del Operador de Sturm-Liouville.

Teorema de Sturm-Liouville

Definicion.(Problema Coercivo). Un problema de Sturm-Liouville se dice
coercivo si existe un ag € R tal que

(LVly) > ao (Il + Y1)

Asimismo, el problema se llama casi-coercivo si existe un u € R tal que el
operador L — pir(x) es coercivo

Teorema.(Sturm-Liouville). Dado un problema de Sturm-Liouville regular
y casi-coercivo, se tiene:
o El conjunto de autovalores es numerable y ordenado

MEh< A< (fim g =o0)

n—oo

e El conjunto de autofunciones es completo, es decir es base.
@ (Cada autofuncién asociada a A\, posee k — 1 ceros en el intevalo de
definicion del problema
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Ejemplos de Problemas de Sturm-Liouville

Veamos algunos ejemplos de problemas de Sturm-Liouville

1. Ecuacion de Legendre

£ la=d g pea] + e+ vpieo —o

2. Ecuacion de Bessel

207y ay 2.2 2
— + x— + — —
X X2 X ™ ()\ X v )y 0

Puede escribirse como
d | dy 5 2 B
dX|:XdX:|+<)\X—X>y—O
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El problema no homogeneo. La funcién de Green

Consideremos el problema no homogeneo definido en el intervalo [a, b]
LIyl = f(x)

Para resolver este problema se define la Fllelel i el ce i@ le vl o
través de la relacién
LIG(x,x")] = 0(x — x")

la cual satisface las condiciones de contorno de Dirichlet o Neumann o la
mdas general de las condiciones, la de Robin

0G
ca G(a,x') + d, a(a,x’) =0
0G
/ / —
CbG(b,X)—i-db—aX(b,X) 0
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La Solucién del Problema Inhomogéneo

Teorema.

i) La solucién del problema inhomogéneo existe si y sélo si la tnica

solucion del problema homogéneo con las condiciones de contorno de
Robin es la solucion trivial.

i) El en caso del inciso i), la solucion del problema inhomogéneo viene
dada por

b
y(x) = / G(x,x") f(x") dx’
a
apliquemosle el operador

b b
L[y]:/a HG(ux)]  F(x)dx :/a 5(x — X') F(x') dx' = F()

L actda en la variable x

o] ol (oY W M M=o o (011 10. Ademds, satisface las condiciones de

contorno (ya que G(x,x’) las satisface

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 197 / 229



Construccidn de la Funcidn de Green

1. Existen funciones y; e y» que satisfacen

Ca}’l(a) +d, )/1(3) =0
cby2(b) + dp y5(b) =0

Esto se cumple, debido al teorema de existencia y unicididad, existen
funciones u1(x) y ua(x), linealmente independientes definidas a través del
problema de Cauchy L[u1] =0 con valores u; y uj enay uy usen b

2. Podemos definir G(x, x’)
/ < /
G(X,X/)I Cl(X).yl(X) asx<x
a(xX)y(x) xX'<x<b

Esta funcién satisface L[G(x,x’)] = 0 (para menores y mayores estrictos
de x’) y satisface las condiciones de contorno.
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Construccidn de la Funcidn de Green. Continuacion

Ademds, como queremos que sea efectivamente la funcién de Green, debe
satisfacer

L[G(x,x")] = §(x — X')

Entonces, integrando entre a y b con respecto a x tenemos

/ab L[G(x, )] dx = /abé(x —x)dx =1

(fab d(x —x)dx' = fab d(x —x")dx = 1) Separando la integral de la

’_ ’ .,

forma fab =/ —|—f;i_+; —|—fxlj+€ y dado que la funcién de Green
satisface L[G(x,x")] = 0 para x mayor estricto o menor estricto a x’ solo
debemos calcular la integral

x'+e
/ L[G(x,x")]dx =1

'—e
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Construccidn de la Funcidn de Green. Continuacion

Aplicando el operador L a G(x,x’) e integrando, tenemos

G / x'+e x'+¢e
[ | [T a0 6y =1
1. Debido a la continuidad de g(x) y si imponemos la continuidad de
G(x,x") en x = x’ la integral se anula para e — 0

2. Para que el resultado de 1 debemos imponer una discontinuidad en la
derivada de G en x = x’ cuyo salto sea —1/p(x’) es decir, la diferencia de
las derivadas laterales sea —1/p(x’) (esto implica que la derivada sea la
funcién de Heaviside, mas un término continuo)

Entonces, por cémo propusimos la funcién de Green, c1(x') y ca(x’) se
obtienen a partir de

(X)) ya(x') = a(X)y1(x’) =0  (continuidad en x = x')

(X)) — a(X) yi(x) = ~ o) (discontinuidad en x = x')
x
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La expresion de la Funcién de Green

Con las condiciones impuestas, la expresion de la funcién de Green sera

n(x) y2(x') /
TROWR) 2 SX <X
G(x,x') =
v(In()
TRy X Sxsb

donde
W(x') = y1(x) y5(x) = y1(x) y2(x)

Ejemplo. Obtener la funcién de Green para el problema

y' +w?y =0, y(0)=0, y(L)=0
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Desarrollo de la Funcidon de Green en autofunciones

Dada la base de autofunciones, se puede demostrar que la funcién de
Green para el problema de Sturm-Liouville se puede desarrollar

Donde las funciones wy(x) son del operador de

Sturm-Liouville, QlfuENr€ES
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Clase 20 y 21

Aplicaciones a la Fisica
Matematica

Problema de Contorno en el Espacio
Identidades de Green

El Laplaciano en Coordenadas Esféricas
Arménicos Esféricos

Aplicacién a la Teoria del Potencial Gravitatorio

Desarrollo Multipolar del Potencial Gravitatorio
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Problema de Contorno en el Espacio

1. El problema de Sturm-Liouville puede ser extendido a problemas de
contorno en el plano y en el espacio.

2. Las ideas y propiedades relacionadas a la funcién de Green pueden ser
extendidas a R? y R3

3. Andlogamente a los visto para un problema unidimensional, la solucién
de un problema inhomogéneo serd construida a partir de la funcién de
Green.

4. En un problema espacial, vamos a considerar una superficie cerrada
S = 0V frontera de un volumen V

5. Con este anélisis, haremos un estudio del potencial gravitatorio para el
caso espacial, teniendo en cuenta volumen acotado y el problema infinito.
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Condiciones de Contorno. Las lIdentidades de Green

Para tratar las condiciones de contorno en el problema del potencial,
vamos a considerar un procedimiento desarrollado por George Green.
Este procedimiento consiste en aplicar el conocido Teorema de Gauss

///V Div(F) dv = //W (E|R) dS

donde OV es la superficie frontera del volumen V' y 7 el vector normal
exterior.

Si eleglmos dos campos escalares ® y W de tal manera que definimos el
campo F a partir de la relacién F = ® VV tenemos que

Div(® VV¥) = oV + (Vo|V V)

Reemplazando en la integral, tenemos la primera identidad de Green

/// [OV2V + (VO|VV)] dv-// (VV|7i) dS = // oY 4s
ov oV Gn

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 206 / 229



Las Identidades de Green ( Continuacidn)

Si a partir de la primera identidad de Green

/// [OVZV + (V| V)] dv_// <D—d5
oV 8”

Intercambiamos ® con W y restamos obtenemos la segunda identidad de

Green
/// [OV2V — UV20] dv:// oV w9 s
Vv aVv on on

Para aplicar las identidades de Green al problema del potencial, tengamos
en cuenta que

v2

L ] = —4m6(F — r')

[r=r|

Esta identidad se obtiene directamente a partir de aplicar el Teorema de

Gauss
o 1 )
] ds = — — ds = —4
? r’ :| /8V< ?—r I7) ds //Z)V or |:|?—r’\:|r ° N

I, =[] = 11, o
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Aplicacién de las Identidades de Green. Ecuacién de

Poisson.

Si aplicamos la segunda identidad de Green en la que para la funcién ¢
sea el potencial gravitatorio y la funcién

V=—

Ademas, si consideramos que el potencial gravitatorio debe satisfacer la
ecuacion de Poisson

V20 = 4nGp
Tenemos

/// [ a7 =) - |r4:rGr'|pﬁ] &' 7//3\/{ on |:r—r’\:| - |7—1r7| 2,;} 9

Entonces, calculando la primera integral

w
?):—G/// p(rldv’—i// o 0| L |1 0%
vI|F—r| am ) Jav on' | |F—r| |F—r'| On'
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La funcién de Green. Problema de Dirichlet y Neumann

A partir de la propiedad

V2[_)1_,]:—47r6(7 r)

7=

vemos que esta funcién cumple con la condicién fundamental para ser
funcion de Green. Ma3s aln, si consideramos una funcién armodnica
adicional, también satisface la ecuacién, con lo que podemos construir una
funcion de Green de la forma

1 5

G(7,r) = —— + F(7,r) (V2F =0)

Entonces, sustituyendo en la férmula de Green para la funcién ®(7)
Entonces, calculando la primera integral

(7) = —G/// G(7, ) — — // 86;) o7, 22\ gs
am ) Jov on’ on’
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Condicidon de Dirichlet

De la expresion

o= [ e [[, {+952 %)

si imponemos la condicién de Dirichlet
G(7,r)=0 res

la solucién sera

-
l

:—G/// GDF7dv—i// ¢%S)d5
ar J Jav on’
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Condicién de Neumann

Para la imposicién de la condicién de Neumann, debemos tener cuidado

. BG(r o

porque poner sencillamente ==~ = 0 nos podria traer confusidn, ya que
n

por aplicacidn directa del Teorema de Gauss
// BG(FLH) dS — —an
JJov an’

Por lo tanto, la condicién mds sencilla que podemos imponer para el
problema de Neumann es
dGp(F,r') 4
oS
donde S es el valor del area de la superficie S
Con esto, la solucion a la Ecuacién de Poisson con la condicion de

Neumann para ® serd, llamando (®)s al valor medio del potencial sobre la
superficie

¢(7):<¢>5_G///Vp(ﬁ) dv+—/avGNF —dS

(r € S)
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El Laplaciano en Coordenadas Esféricas

El Laplaciano de un campo escalar definido en R3, ®(x,y, z), es

> N o N P*®
Ox2  dy?  0z2

V2 =
Si cambiamos las coordenadas a esféricas

r cos(0) sin(p)
r cos(8) sin(p)

z = rcos(p)

El Laplaciano toma la forma:
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Método de Separacién de Variables

Si la funcién ®(r, 0, ¢) es separable en la forma

&(r,0,0) = R(r) Y(0,¢)

El Laplaciano toma la forma

d’R  2dR
2 _ —
Vie = Y(e"p)[dﬂ +rdr]+

L[ 1 9. 0Y(0.p) 1 2Y(0,9)
TR0 [Sin(w)ﬁw[ )¢ ]Jrsinz(so) 06° }

Entonces,

ROY(6.9) " TR | d? Trar| T

1 0 " oY (6, ) 1 0%Y(0,9)
T Y09 [Sin(w)aw [S () dp }+sin2(w) 902 ]

r? 20 — r? {d2R 2dR]
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La ecuacién de Laplace en Coordenadas Esféricas

La EEII R CREE s V2d = 0

Considerando que las variables son separables en el sentido presentado,
tenemos que la ecuacién de Laplace en esféricas la podemos escribir

PR 2aR) L[ 19 [ OV(0)] L 2Y]
R |dr? " rdr Y [sin(p) dp sine Ao sin?(p) 062 |

o bien

R |dr2 " rdr] Y [sin(p)dy sine dp sin?(p) 0602

sélo depende de r sélo depende de O y

Para que esto ocurra, se debe cumplir

2 [eR | 20R
R | dr? rdr

v s 5] ] -
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La Ecuacién Radial

La parte radial de la ecuacién es

2R R
2d + 2 L crR-0 (Ecuacién de Euler!!l)

r dr? dr

Proponiento una serie de potencias de R = >_9°, a,r’ llegamos a

dall(t—1)+20+Clr 2 =0

Entonces, C es
C=—((l+1)

Entonces, la solucién general sera
p=A Ly +Br'y
S r

Con este valor de C vamos a la ecuacién para Y(6, )
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La ecuaciénen 0y ¢

Para la funcién Y (0, ) la ecuacién diferencial es

1 0 |. oY 1 82y
sin(¢p )330|: (80)380}+sinz((p)802+€(f+1)\/(9,g0):0

Si efectuamos el cambio de coordenadas £ = cos(y) tendremos que las

derivadas las podemos escribir:

AN\
8@ = sin(@ 8,5

0Py oY Py
87S02 = — COS( )875 + SInz(@)TéQ
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La ecuacién en 6 y ¢ (continuacion)

Reemplazando en la ecuacién para los angulos tenemos

aY 1 9%y
_27_ —— —
(1—¢ e £+€(€+1)Y+1_£2692 0

Ecuacién de Legendre!

Si proponemos Y = Y; (&) e™ con m € Z y reemplazamos en la ecuacién,
tenemos

2Y, Y 2 ,
{(1—§2)C{;§21—258851 {(€+1) 1'1752] Yl}e'm":o

que es satisfecha por la funcién solucién de

92y, avl
0e2 T o¢

que es la Ecuacién Asociada de Legendre

1-) [w+ L
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre

Las funciones P;" satisfacen la ecuacién diferencial

d*P(€) dP(€)
FTPT:

m?

+ [Z(M—l)— 1_52} PI(E) =0

(1-¢%)

1. Ortogonalidad. En [—1,1]

1 0 Iy
/ Pé"(t)PZ’(t)dt—{ 2 (m)

-1 20+1 (€—m)! =1

2. Férmula de Rodrigues. Los P;"() se pueden calcular a partir de

PR = (-1"- )T T IRde)] = - )

d€+m
d€€+m

N3

(& -1)
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Propiedades de las Funciones asociadas de Legendre

(Continuacidn)

Las condiciones de periodicidad y regularidad en el polo norte y sur de la
esfera hacen que el indice £ y el orden m necesarios para que se satisfagan
deben ser y cumplir: £ >0y |m| </, es decir —¢ < m < /.

Consideremos los m positivos:

dm
dem

PI(E) = (1-¢€%)7 [Pe(€)]

Para tomar en cuenta los negativos, tendremos
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Armodnicos Esféricos

La parte angular de la solucién de la ecuacién de Laplace tendrd como
expresion
PP (€)e’ ™

Si definimos sobre la superficie de una esfera unidad el producto interno

0=2m =7
ey = [ [ 008 0.5) snt)dp s

=0
angulo sélido d?Q

junto con la relacién de ortogonalidad de las funciones asociadas de
Legendre, tendremos

m im@pm im o\ _ 2 (€+m)|
(P(&)e' ™R (€)e'™ ) = mm5w5mm'
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Definicidon de Arménicos Esféricos

Con todo lo visto, se define los » Yem(0, )

Yim(0, ) = \/%4;: ! E§+ ::B P‘mI(COSSO) o x {5—1)’" : i 8

Entonces, la solucién general a la ecuacién V2® = 0 serd, por el principio
de superposicién

) J4

O(r,0,0)=> > {AE’" o5 + B ﬂ Yem(0, ¢)

{=0 m=—¢
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Tabla para los Primeros de Arménicos Esféricos Yy (6, )

A partir de la definicién tenemos

Yo, 1= /& sin() cos(p)e
£=2:% Y9 = /% [%cosz(¢)7 %]

Va1 = —\/ 22 sin(¢)cos(p)e’®

Y asi sucesivamente

Matematicas Especiales Il - Segundo Cuatrim 222 / 229



Teorema de Adicidn de Armdnicos Esféricos

Un resultado de gran aplicacién en Teoria del Potencial es el denominado
Teorema de Adicién de Armodnicos_Esféricos. Si dos radios vectores forman

entre si un angulo v (cos(y) = \<ﬂll\r )|) se tiene
Fl|r

Z Yém 790) Yfm(eatp)

4
20+1

Pe(cos(7)) =

donde
cos(7y) = cos(y) cos(¢) + sin(ip) sin(") cos(6 — §')

Recordemos ademas que los polinomios de Legendre pueden ser obtenidos
a partir de la funcion generatriz

\/T ZP@X)t
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La funcién de Green para la Esfera

Consideremos la funcidn
I 1
F—r|  \/r2+1r2—2rr cos(v)

con r=|F|, r' = |r|
Supongamos que separamos el problema en interior (r < r') y exterior
(r>r)
Para hacer el desarrollo en polinomios de Legendre es necesario distinguir
los problemas, ya que el cociente r/r' o r'/r debe ser menor a uno para
que sea convergente.
Entonces, para r > r’:

1 1

=

|7 —r'| 2+ 12 —2rr cos(y)
1 G 1,
= E (cos(~y r
ry/1+ t2 — 2t cos(y — f”l
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La funcién de Green para la Esfera (continuacion)

y para r < r':

1 1
7 — | 2+ 12 —2rr cos(y)
1

= i (cos(y L
r'y/1+12 =2t cos(y) = Pt

Sélo resta aplicar ahora el Teorema de Adicion de Armodnicos Esféricos y
completamos la descripcion en coordenadas esféricas
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Teorema de Adicidn de Armdnicos Esféricos

Aplicando el teorema de Adicién, tenemos

e Parar' < r:

1

I

- ZPZ(COS(’Y) T

= 20+ 1 m r Yfm(ga (:0) Yé*m(ela QD/)
e Parar' > r:

1 > 1
_ l
= S Puleos() iy v

7
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Desarrollo Multipolar del Potencial Gravitatorio. Alcance

Infinito

Apliquemos el Teorema de Adiciéon de Arménicos Esféricos al Problema
Gravitatorio de alcance infinito (entonces con la imposicién de que debe
ser nulo el potencial en el infinito y el campo (V® = 0) en el infinito, la
segunda identidad de Green se reduce a

dD(F):—G///Vp(r_;)G(?,r_;)dv’:—G///Vp(ﬁ)wdv/

Ahora, la integral se calcula en todo R3

=21 pep=m . _' 1
o(r) = —G/ / / p(rp(r") r'2sin(p)dr'd0'dy’
o= = |7 — |

La integral en r’ la separamosen 0 < ' <ryenr<r' < oo
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Expresion del Desarrollo Multipolar

Realizando la separacién de la integral en r’ y considerando el teorema de
adicién de arménicos esféricos (tendiendo en cuenta los valores relativos de
ry r') llegamos a la expresién del desarrollo multipolar

£

Y m(6, ) 0=2m =7 NI
oF = _4,,62 S 2";+1 Hl//9 / Vi 6 G el sin(o!) di d6
e

2=0m=—1¢
d2Q (angulo sélido)

oo 0=2m o= .
e/ / / Y0, 0 )p(r ) T sin(e’) dpd6
0=0 Jp=0

—_—
d2Q (angulo sélido)
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