DINAMICA NO LINEAL
Lineamientos para la practica 1

1 Dinamica No Lineal

1.1 Trabajos Practicos: Revision de la formulacién Hamiltoniana

Ejercicio 1: Ilustrar la naturaleza de las transformaciones canénicas y el rol de la funcién gener-
atriz.
sz . _ omw 2 1
Da.da la furTc1on generat‘rlz b = 50 a0
canodnica al oscilador arménico:

con m 'y w constantes, aplicar la transformacién

H = p?/2m +kq*/2,

con w? = k/m.

Notar que el nuevo Hamiltoniano es ciclico en la coordenada, permitiendo la integracién in-
mediata del sistema, llegando a la solucién conocida: g = v/2E/mw? sin(wt + &), E energia con-
stante.

Resolucién Ejercicio 1: El Hamiltoniano es
H=p?/2m+kq?/2,

donde p es el impulso y g es la coordenada candnica conjugada. La funcién generatriz F; es
funcién de las coordenada original g y la nueva coordenada Q, luego las relaciones entre variables
es

_on
0
P="3

Utilizando estas expresiones podemos encontrar p(P,Q),q(P,Q) que reemplazadas en el
Hamiltoniano del oscilador arménico nos permitird encontrar éste en funcién de las nuevas vari-
ables, H(P, Q) = wP.

A partir de las ecuaciones de Hamilton para H,

of
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es inmediato que

Q=wt+a,
P = cte.

con « una constante que se determina a partir de las condiciones iniciales del problema. Utilizar
las transformaciones entre variables nuevas y viejas para hallar la solucién g(t) para una energia
H = H = E determinada.

Ejercicio 2: Ejemplo de aplicacién de la técnica de Hamilton-Jacobi para obtener el movimiento
de sistemas mecéanicos.
Aplicar el método de Hamilton-Jacobi para resolver el problema del oscilador arménico

Resolucién Ejercicio 2: El Hamiltoniano del oscilador arménico es

P2 1 22
H(p,q) = 5+ smwq,

y la ecuacién de Hamilton-Jacobi tiene la forma:

as as
H(G) + 5 =0

por lo que de ambas ecuaciones resulta

2m \ 9q M= Ty
Para poder hallar una solucién completa, intentamos a través del método de separacién de
variables, por lo que escribimos para S

S(g,t) = W(q)+T(t),
donde W, T sélo son funciones de q y t respectivamente. Por tanto, las derivadas parciales de S

que intervienen en la ecuacion de Hamilton-Jacobi resultan ser derivadas totales de las funciones
WyT

05 _dw
97 dq’
05 _dT
ot dt’
y asi podemos reescribir la ecuacién de Hamilton-Jacobi como:
2m \ dg M= dt
——

s6lo depende de g s6lo depende de t

Aqui existe un primer miembro que sélo depende de g y es igual a otro que depende sélo de
t, por lo tanto cada uno de los miembros debe ser igual a una constante que llamamos «, y asi
obtendremos dos ecuaciones diferenciales ordinarias.



Resolver entonces la parte temporal y espacial para encontrar S(g,t), que tendrd la forma

2
S(q,t) = —at+ \/2m/ \fa— %qqu.

De esta expresion para S vamos a obtener nuevas coordenadas que llamaremos S,

p=="

Mostrar que, introduciendo el cambio de variables

. m
sinx =/ —w
20 @

la solucién para la nueva coordenada es

1 mew?
ﬁ:—t+warcsin< o q),

q=1/ mzf;z sin (w(t+B)).

Recordando que la funcién caracteristica S es la funcién generatriz de una transformacién
candnica donde las nuevas coordenadas e impulsos son constantes, podemos identificar las con-
stantes « como 8 como

y por lo tanto

a=EFE,
,B:_tO/

donde E es la energia del oscilador y £ el instante inicial. Justificar estas identificaciones
Ejercicio 3: Ejemplo de resolucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi por separacién de vari-
ables.

Resolver utilizando el método de separacion de variables, la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para
el movimiento de una particula en un plano bajo la accién de una fuerza central:

1
H(p,q) = 5 (pr +p/r) + V(r),

y obtener la ecuacién de la 6rbita.

Resolucién Ejercicio 3: El esquema para resolver este ejercicio es similar al anterior pero traba-
jando con un sistema de dos grados de libertad:

q=(r9),
p = (pr.Pe)-



La ecuaciéon de Hamilton-Jacobi resulta entonces

) aS
H{q =t = =
(q' 9’ > o~
1 ((3s\* 1 (3s\? 3S
om <<ar> = (84)) ) V=5
Utilizar el método de separacion de variables y recordar que la solucién temporal serd de la forma

T(t) = —at = Et de acuerdo al ejercicio anterior.
La funcién principal de Hamilton S resulta

S = —Et+ v 2mayp + \/271/ \/:3 — (V(r) — E)dr,

con &y la constante de separacion entre los grados de libertad. Por tanto las nuevas coordenadas,
BE, Ba, estardn definidas a partir de la funcién S por medio de las relaciones

dS
Pe=3p

d0S
:Bl’éz - E

Dado que las nuevas coordenadas también serdn constantes (por la propia formulacién que
hemos hecho al plantear la ecuacién de Hamilton-Jacobi), podemos renombrar fr = t¢ y la solu-
cién formal resulta

t—ty = \/?/(?f;_(v(r)_E))l/zdr,
oo =7 ‘fmgb*\/?/(’:%—(vu)_a)‘”zf;

Para poder resolver un problema especifico, el potencial V(r) debe ser especificado, no ob-
stante la segunda de estas ecuaciones es una relacién entre las coordenadas originales del prob-
lema (7, ¢), dado que B, serd una constante. Esta relacion se conoce como ecuacion de la 6rbita (o
trayectoria).

Ejercicio 4: Ilustracion del empleo de variables dngulo-accion para obtener las frecuencias de
movimientos periddicos sin hallar la solucién completa para el movimiento del sistema.
Utilizando variables dngulo-accion, hallar la frecuencia de un oscilador arménico lineal.

Resolucién Ejercicio 4: Debemos tener presente que en un sistema hamiltoniano de un grado
de libertad podemos tener dos clases diferentes de movimiento periédico: rotacion y oscilacién o
libracién.

En la rotacién, la coordenada g puede crecer sin limite como funcién del tiempo, es decir no
estard acotada, que por ser periédico el movimiento, puede reducirse al intervalo (—7t, 7r) con un
simple cambio de variables. En la libracion la coordenada g se mantiene siempre acotada para
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cualquier instante de tiempo, siendo también un movimiento periédico y que un cambio similar
de variables dard lugar a un movimiento restringido a un subintervalo de (-7, 7).
El Hamiltoniano del oscilador arménico es:

2 2
H(p,q) = Zp—m + k%
La accién | estd definida como:
1
1= 5 frdn

donde la integral debe hacerse sobre un periodo completo del sistema, que en este caso en partic-
ular es un periodo de oscilacién. Dado que el Hamiltoniano es auténomo,

H(p,q) = a1 =E.

Expresando p en funcién de g de la ecuacién anterior se puede evaluar la integral que define a la

accién. Utilizando el cambio de variables g = |/ 2E sin x, y recordando que el movimiento en g es

periddico entre —qg y qo, siendo g la amplitud de oscilacién, se obtiene

m
-

El Hamiltoniano se puede escribir como funcién de nuevas variables, la accién | y un angulo
6 a través de una transformacién canénica:

W=W(q,])=Flq,]),

siendo W una funcién generatriz de tipo 2 que depende de los nuevos impulsos (las acciones |) y
las viejas coordenadas g. El Hamiltoniano lo escribimos entonces como

y es independiente de 6, por lo que la frecuencia del movimiento es

o _g_H_ [k

=57 =V

que ya conocemaos.
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